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Modul: Sannolikhetsléra och statistik
Del 1: Sannolikhetslara och statistik ur ett historiskt perspektiv

Grundlaggande begrepp i sannolikhetslara

Anders Tengstrand, Orebro universitet

I dagens sambhiille 4r bade sannolikhetsliran och statistiken mer nirvarande 4n nagonsin. Vi
konfronteras dagligen med prognoser som bygger pa statistiska undersékningar och sanno-
likhetsberdkningar. Det kan gilla marknadsundersékningar, opinionsmitningar, viderleks-
utsikter och instrument for att férutse utvecklingen pd bérsen. Statistiska metoder anvinds
vid mitningar inom alla vetenskaper frin humaniora till naturvetenskap och for att bedéma
deras tillférlitlighet 4r sannolikhetsldran ett effektivt redskap. Statistik och sannolikhetslira
har bade blivit en viktig medborgarkunskap och ett oumbirligt redskap f6r specialister
inom vitt skilda omriden. I denna text skall vi ga igenom nagra begrepp i sannolikhetslran,

som blivit statistikens teoretiska grund.

Att rakna med sannolikheter

”Min bedémning ir att det dr mer sannolikt att det regnar 4n att det snéar i morgon.”,
”Den som vinner fajten om ekonomin vinner med stor sannolikhet valet.”, ”Sannolikheten
att vinna pd Lotto dr mycket liten.” Orden “sannolikhet”, ”’sannolikt” och “osannolikt”
anvinder vi i privata och offentliga samtal nir vi vill férmedla att vi tror pé eller inte tror pd
att ndgot skall intrdffa. Vi anvinder ocksé orden for att jimfdra troligheten £6r olika hindel-
seforlopp. Ibland sitter vi t.o.m. siffror pd graden av Gvertygelse som i pastdendet ”Jag dr
till 80 procent siker pd att jag klarade provet”. Oftast bygger dessa uttalanden mer eller
mindre pd vad man kallar magkinsla. Ord som sannolikhet, sannolikt, sdkerhet, chans och
risk anvinds intuitivt precis som manga av de abstrakta begrepp som berikar vart sprak.
Begreppen preciseras inte — det dr inte heller nédvindigt och kanske inte ens 6nskvirt f6r
att kommunikationen skall fungera. De som deltar i samtalet vet att bedémningarna dr god-

tyckliga och oprecisa.

Medan begreppet “sannolikhet” som det anvinds i vir vardag dr vagt och abstrakt s maste
det preciseras och konkretiseras om det skall anvindas vid matematisk modellering. Ett
omrdde som dr sirskilt limpat for att gbra mer exakta sannolikhetsbedémningar ér hasard-
spel. Det dr naturligt att f6rséka uppskatta chanserna att vinna samtidigt som spelreglerna
ger avgrinsningar och gér objektiva mitningar méjliga. Det var ocksd fragor kring hasard-
spel som var starten f6r en matematisk sannolikhetsteori.

I denna modul kommer elevernas uppfattningar om slump, chans och sannolikhet att dis-
kuteras. Forhoppningsvis kommer diskussionerna och aktiviteterna att fordjupa insikterna
om hur eleverna tinker, om hur deras férstielse kan férdjupas och hur deras uppfattning
om centrala begrepp kan fortydligas. For att pa ett meningsfullt sdtt kunna delta i en sidan
diskussion krivs en gemensam terminologi och beskrivningar av de viktigaste sannolikhets-
begrepp som anvinds i litteraturen. Denna text dgnas at detta. Det édr viktigt att tilligga att
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begreppen inte skall presenteras i denna form f6r eleverna utan att de utgér en viktig bak-

grundskunskap for lirare.

Terminologi

Innan vi gar vidare behévs en fungerande terminologi. Ett ord som 4r centralt i sannolik-
hetsliran dr siump. Med slump menar vi ndgot som dr ofrutsdgbart. Nér vi singlar slant,
kastar en trining eller drar ett kort ur en kortlek gbr vi ett slumpforsik. Ett slumpforsok
resulterar i ##fall och utfallen dr oférutsdgbara. Alla mojliga utfall i ett slumpférsék bildar
tillsammans ett wtfallsrum. Vid kast med mynt bestar utfallsrummet av krona och klave, vid

2 » 2 2

kast med tdrning bestir det av 7att fa en etta”, att fd en tvda”, “att fi en trea”, att fd en
fyra”, 7att fi en femma” och 7att fi en sexa” och om vi drar kort ur en vanlig kortlek sa
bestir utfallsrummet av de 52 olika korten. Vi skall ocksa tala om hindelser. En handelse
bestir av ett eller ett flertal utfall. Vid kast med tirning bestir hindelsen ”tirningen visar ett
jamnt antal prickar” av de tre utfallen 7att fd en tvaa”, “att fa en fyra” och att fd en sexa”.
Hindelsen “antalet prickar dr firre dn 3” bestir av de bdda utfallen “att fi en etta” och att
fa en tvda”. Om vi drar kort ur en kortlek bestar hindelsen “kortet dr hjirter” av 13 olika
utfall. Det kan vara angeldget att papeka att varje utfall ocksd utgdér en hindelse med ett

enda utfall, exempelvis “att far hjirter kung”.

Teoretisk sannolikhet

Ett métt pd sannolikheten f6r en hindelse, ddr varje utfall anses ha samma chans, ir kvoten
mellan antalet gynnsamma utfall och det totala antalet mojliga utfall. Sannolikheten f&r en
hiandelse ar di alltid ett tal mellan 0 och 1 och sannolikheten fér den hindelse som bestir
av alla utfall 4r lika med 1. De kraven kommer alla de sannolikhetsbegrepp vi introducerar
att uppfylla. Sannolikheten att fi krona vid slantsingling dr 1/2. Sannolikheten for vatje
utfall vid tirningskast dr 1/6 och sannolikheten for att fa ett jamnt antal prickar ir 3/6 =
1/2. Sannolikheten f6r vatje utfall ndr man pd mafa drar ett kort ur en kortlek dr 1/52 och
sannolikheten for att fa hjirter 4r 13/52 = 1/4.

I vissa hasardspel kan man inte ge de olika utfallen samma sannolikhet. Vi har vil alla na-
gon gang spelat pa ett chokladhjul som dr indelat i olika zoner. Nagra zoner ger bittre ut-
delning 4n andra och ndgra kanske inte ger na-
gon utdelning alls. Anta att vi har ett hjul med
bara tva zoner dir den ena 4r r6d och den andra
gron. Den réda zonen upptar en kvartscirkel och
den iterstiende delen dr grén. Om pilen stannar
pa den réda zonen blir vinsten en relativt dyr
chokladask. Om den stannar pid den gréna blir

det ingen utdelning alls och insatsen ér forlorad.
Spelet pa vart chokladhjul dr ett slumpforsék
med tvd utfall, ”grént” och “r6tt”. Men i detta
fall 4r det orimligt att ge de bida utfallen samma sannolikhet. Sannolikheten f6r ”grént” bor
bed6émas vara tre ganger sd stor som sannolikheten f6r ’r6tt”. Eftersom vi vill att summan
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av sannolikheterna skall vara 1 sé skall vi sitta sannolikheten fér gront” lika med 3/4 och
sannolikheten for 7rott” lika med 1/4.

I de exempel som vi har diskuterat har vi kunnat tilldela varje utfall en sannolikhet med
utgingspunkt frin foérutsittningarna. Nir vi kastar ett fullstindigt symmetriskt mynt eller
tirning dr det rimligt att varje utfall har samma sannolikhet och samma sak giller om vi pa
mafa viljer ett kort ur en kortlek. Om vi spelar pa ett chokladhjul bestimmer indelningen
av hjulet sannolikheterna. Om vi som i exemplen i férvig kan bestimma sannolikheterna
for de olika utfallen utifrin slumpférsdkets forutsittningar talar vi om ett zeoretiskt sannolik-
hetsbegrepp. Bt specialfall dr det &lassiska sannolikbetsbegreppet dir varje utfall har samma san-
nolikhet. Vi skall 1 nésta avsnitt se att det teoretiska sannolikhetsbegreppet inte alltid dr
tillimpbart.

Experimentell sannolikhet och de stora talens lag

Vi har hittills diskuterat slumpf6rsck dér det varit mojligt att teoretiskt bestimma sannolik-

heten f6r varje utfall med utgangspunkt fran forutsittningarna. Men tyvirr dr det svart f6r

att inte saga omoijligt 1 méanga fall. Lat oss ta ett exempel. Istillet for att kasta ett mynt eller

en tirning sa kastar vi ett hiftstift. Det finns dd tva méjliga utfall: Héftstiftet hamnar med

spetsen uppat eller nedét. Vi bortser frin mdjligheten att hiftstiftet kommer att balansera
pé spetsen. Sannolikheterna f6r de bdda utfallen dr antagligen inte
lika stora och de beror pd hiftstiftets form. Hir dr det svart att teo-
retiskt berdkna sannolikheterna f6r de bada utfallen. Det skulle
kriva en noggrann analys av stiftets form, material m.m. for att
direfter mojligen kunna dra slutsatser om sannolikheterna. Men
detta dr i praktiken ogenomf&rbart.

For att kunna mita sannolikheten 4ven i detta mer komplicerade fall si dtergar vi till det
enklare fallet med tirning. Vi kastar en tirning ett antal ginger och noterar hur méinga
ganger vi far en sexa. Det antalet kallar vi absoluta frekvensen £6r en sexa. Om vi dividerar
absoluta frekvensen med totala antalet kast far vi ett tal som vi kallar f6r relativa frekvensen
for en sexa. Den relativa frekvensen for en sexa dr alltsa andelen sexor av det totala antalet
kast. Om vi gér 100 kast och 24 av dessa visar en sexa sa dr alltsa den relativa frekvensen
24/100 = 0,24. Den relativa frekvensen varierar naturligtvis nir antalet kast 6kar. Vi gor en
tabell och kommer kanske fram till f6ljande:

Antal kast 1 5 10 | 100 | 200 | 500 1000
Antal sexor 0 1 3 24 140 | &4 170
Relativ frekvens 0 02 103 |02410,2 |0,168 | 0,170

Man kan teoretiskt bevisa att de relativa frekvenserna nirmar sig den teoretiska sannolik-
heten 1/6 om antalet kast vixer obegrinsat. De relativa frekvenserna stabiliseras om forso-
ket upprepas ett stort antal ginger. Detta resultat kallas De stora talens lag. Det ger oss en idé
om hur vi skall bestimma sannolikheten f6r de olika utfallen vid kast med hiftstift. Vi kan
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kasta hiftstiftet ett stort antal ginger och berdkna de relativa frekvenserna for t.ex. utfallet
”spetsen upp”’. De kommer d4 att sd smaningom stabiliseras kring ett tal och det talet kallar
vi £6r sannolikheten for ”spetsen upp”.

Vi kan konstruera ett nytt experimentellt sannolikbetsbegrepp dir sannolikheten for ett utfall vid
ett slumpférsék bestims genom att upprepa férsoket ett stort antal ganger. Varje f6rsék
skall utforas under identiska forhillanden och de skall vara oberoende av varandra. Den
relativa frekvensen av ett utfall antas stabilisera sig kring ett virde efter ett stort antal f6rs6k
och det virdet kallar vi utfallets sannolikhet.

Det experimentella sannolikhetsbegreppet ger oss mdijlighet att mita sannolikheter i helt
andra sammanhang dn de som har med hasardspel att géra. Om vi t.ex. vill bestimma san-
nolikheterna for att ett nyfétt barn dr en flicka eller en pojke kan vi studera ett stort antal
fédslar och bestimma de relativa frekvenserna for flicka respektive pojke. Det finns ett rikt
statistiskt material som vi kan anvinda oss av. Om vi baserar var uppskattning pa barn
fédda 1 Sverige under 2010 sa dr sannolikheterna for att ett nyfott barn 4r en flicka respek-
tive pojke ungefir lika med 0,487 respektive 0,513.

Ett subjektivt sannolikhetsbegrepp

Det teoretiska sannolikhetsbegreppet kan anvindas nir vi kan bestimma de olika utfallens
sannolikhet utifran de givna férutsittningarna. Begreppet har stora begrinsningar och ett
viktigt tillimpningsomrdde 4r hasardspel. Det experimentella sannolikhetsbegreppet férut-
sdtter att slumpfoérséket kan upprepas. Men nir vi i dagligt tal anvinder ordet “sannolikhet”
eller ”chans” har det ofta en betydligt vagare betydelse. Att en kidrnkraftsolycka intriffar
med en viss procents sannolikhet dr inte praktiskt mojligt att verifiera genom teoretiska
berdkningar utifran de givna fOrutsittningarna. Det kan inte heller visas genom att utfora
upprepade forsék. Nir en likare ger en diagnos sa dr det alltid med en viss osdkerhet och
den anges med ett tal mellan 0 och 1. Bakom diagnosen ligger ofta en kombination av me-
dicinsk kunskap och erfarenhet, men man kan knappast tala om att sannolikhetsmattet har
sin grund i upprepade férsok och stabiliteten hos de relativa frekvenserna. Karakteristiskt
t6r denna typ av sannolikhetsbedémningar dr att de férindras ndr informationen 6kar.

Det dr maijligt att konstruera en logiskt uppbyged matematisk teori med ett sannolikhetsbe-
grepp som kan tillimpas i de situationer vi beskrivit ovan och dir sannolikheten av ett pa-
stdende anger i vilken grad vi dr 6vertygad om dess riktighet. Ett sddant sannolikhetsbe-
grepp kallas subjektivt eller induktivt. En sidan teori dr komplicerad och det finns inga méj-
ligheter att ga ndrmare in pd den. Vi kommer inte att anvinda det subjektiva sannolikhets-
begreppet i aktiviteterna i denna modul.
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