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Experimentbaserad undervisning i sannolikhet
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Den senare tidens forskning pa lirande och undervisning i sannolikhet menar att undervis-
ning i sannolikhet bor starta fran att elever experimenterar med slump. Podngen med sidan
undervisning dr att dndra perspektiv: fran en undervisning dir elever forst lir sig en upp-
sittning begrepp och rikneregler i sannolikhet, som sedan ska tillimpas i konkreta situat-
ioner, #i// en undervisning dir samtal om matematiska begrepp och rikneregler utgir frin
clevernas undersékningar och iakttagelser. I en sidan experimentbaserad undervisning sam-
lar elever in data och genom dessa kan de sedan bli engagerade i att formulera frdgor om
slump, sannolikhet och statistik. I den hir texten kommer vi att diskutera fyra Gvergripande
teman som pa olika sitt belyser didaktiska strategier att reflektera 6ver i utformning och
analys av experimentbaserad undervisning i sannolikhet. I texten hdnvisas till en aktivitet
med kulor i en flaska med dolt utfallsrum. Denna aktivitet finns beskriven i ett separat do-

kument.

Binda samman aktiveter for larande i sannolikhet

Variation i stickprovstorlek

En viktig aspekt 1 sambandet mellan teoretisk och experimentell sannolikhet ir stickprovets
storlek. Det giller att fa eleverna att inse att vi far ett sikrare samband mellan de bida mo-
dellerna f6r sannolikhet om vi tar ett stort stickprov 4n om vi tar ett litet stickprov. Ju stérre
stickprovet dr desto storre dr sannolikheten att f6rdelningen 1 experimentet stimmer med
den teoretiska sannolikhetsférdelningen. Detta dr ett Gvergripande undervisningsmal med
lektionerna i bade del 3 och 4. De bida aktiviteterna ska sammantaget syfta till att ge ele-
verna chans att fOrstd att de maste géra ganska manga observationer f6r att de ska kunna
bestimma sannolikheten, dvs. bestimma innehallet i en flaska. Var observant pi att slum-
pen ibland ger extrema utfall, sd ibland kan det behévas vildigt stora stickprov innan den
experimentella sannolikheten motsvarar den teoretiska. Att variera stickprovets storlek ska
vara en del av den didaktiska strategin dven da vi nu vinder pa riktningen och utmanar
cleverna att underséka den teoretiska sannolikheten genom experiment och reflektera Sver
olika storlek pa stickprov. Lampligt kan vara att borja klassrumsdiskussionen med att titta
pé en elevgrupps resultat, sedan succesivt addera fler observationer och berdkna den rela-
tiva frekvensen pa det nya, storre stickprovet, tills man slutligen tittar pd summan av alla
observationer i klassen. Malet ir att eleverna ska inse att ju fler observationer de gor desto
sdkrare bedémningar kan de géra, desto bittre stimmer deras experimentella modell med
utfallsrummet i flaskan. Detta samband kallas de stora talens lag och utnyttjas ofta i statist-
iska undersokningar dir en teoretisk sannolikhet saknas eller 4r omdjlig att beridkna. Ni
kommer att fortsitta diskussionen om stickprovets storlek i samband med statistiska under-
s6kningar i del 7 av den hir modulen.
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Arbeta med dolda utfallsrum
Det 6vergripande syftet med att starta i experiment dr att elever ska ldra sig att dra slutsatser
bortom de data de samlat in i ett stickprov. De ska utveckla f6rmagan att frin data dra slut-

satser om egenskaper hos slumpgeneratorn (t.ex. flaskan) som producerat datamaterialet.

Nir vi talar om riktningen att g fran experimentell sannolikhet till teoretisk sannolikhet
hinvisar vi till situationer dir egenskaper hos slumpobjektet dr dolda eller oméiliga att iden-
tifiera. Att inte kunna skapa teoretiska modeller utifrin objekts egenskaper dr ju fallet med
miénga fenomen. I sddana fall maste vi bygga vara modeller utifrin experiment. Men, hur
skapar vi en saidan modell? Hur vet vi att den experimentella sannolikheten ér relevant och
giltig? Som en didaktisk strategi vill vi ddrfér rekommendera att experimentbaserad under-
visning inleds med aktiviteter som bygger pa relativt ”avskalade” slumpobjekt som t.ex. kast
med mynt, tdrningar eller att vinda en flaska med kulor 1. I dessa situationer kan elever hitta
modeller som stimmer vil med det som en expert skulle komma fram till. Modellerna byg-
ger pd symmetri, dvs att varje utfall har lika stor sannolikhet att intrdffa. Jimfor med t.ex.
kast med pil mot en piltavla. Hur stor ir sannolikheten att jag ska triffa mitt i prick? Har
spelar manga variabler in, sisom tavlans utformning, skyttens skicklighet och pilarnas egen-
skaper. For att kunna avgora sannolikheten teoretisk skulle vi behéva ha specialistkunskap-
er om dessa variabler. Nir det giller utfallen pa en vanlig tirning s har alla tillging till de
kunskaper som dr avgérande for att den teoretiska modellen ska vara giltig. Nu, i del 4, ska
utfallsrummet vara dolt och ni ska arbeta med experimentell sannolikhet for att ta reda pd
hemligheten i flaskan. Andelen kulor av respektive firg dr den mest avgérande faktorn for
den teoretiska sannolikheten. Det finns ddrfér goda skal till att anta att den experimentella
sannolikheten kommer att stimma vil Gverens med proportionerna av de olika firgerna i
flaskan. Hur vil det stimmer dverens kan man kontrollera genom att 6ppna flaskan och
hilla ut kulorna. Men notera att ni hér har ett utmirkt tillfille att utmana den radande nor-
men i matematik att det alltid finns ett facit, genom att ni inte kontrollerar flaskan utan
fortsitter att Oka stickprovets storlek, dvs gor fler observationer, tills ni alla dr 6verens och
6vertygade om att ni vet hemligheten i flaskan. Férsok att i eleverna att argumentera uti-
fran sina respektive stickprov och resultatet av allas stickprov sammantaget. Kanske behé-

ver ni inte 6ppna flaskan alls?

Nivaanpassning av uppgiften

Den frimsta strategin for att nivdanpassa uppgiften ir att anpassa frigorna som stills och
informationen som ges. Det finns tva saker att friga efter; dels hur elever uppfattar forde/-
ningen av farger, dvs. firgernas relativa frekvenser, som anger den experimentella sannolik-
heten for varje firg; och dels det exakta antalet kulor av varje firg som utg6r utfallsrummet
och som vi anvinder fOr att bestimma den teoretiska sannolikheten. Svaret pa den forsta
fragan om férdelningen dr mest intressant och ligger ocksa till grund f6r den andra fragan.
Enklast blir uppgiften om man néjer sig med att fundera 6ver vilken firg som det finns
flest respektive first kulor av i flaskan eller om det finns lika manga kulor av nagra firger.
For att besvara frigan miste eleverna resonera om férdelningen mellan firgerna utifran
jamforelser men behéver inte berdkna nagra relativa frekvenser. Den mest grundldggande

Experimentbaserad undervisning i sannolikhet December 2015
http://matematiklyftet.skolverket.se 2(5)



Larportalen
for matematik Skotlverket

Grundskola &k 4-6

forstaelse av relativa frekvenser handlar hir till exempel om insikten att 5 gula 1 ett stick-
prov pa 10 vissetligen 4r firre dn 8 gula i ett stickprov pa 20 men att 5 av 10 dnda ér en
storre andel dn 8 av 20. For att ge eleverna méjlighet att arbeta med sin fOrstdelse fOr rela-
tiva frekvenser (andelar) bor frigorna preciseras. Sig att eleverna gor ett stickprov med 100
observationer som ger resultatet 23 gula, 34 r6da och 43 bld. De kan da dra slutsatser om
firgernas férdelning, dvs. om andelen kulor av de olika firgerna. Med hjilp av den inform-
ationen kan de sedan resonera om hur utfallsrummet ser ut, dvs. hur manga kulor det finns
av varje firg. De kan se att dir troligen finns flest bld, och first gula, sd sannolikheten att fa
en bl4 ir storre dn en gul. I deras modell ar sannolikheten for bla 23/100. Men eftersom det
i flaskan finns mycket firre kulor 4n 100 kulor, och endast hela kulor, sd vet de att den teo-
retiska sannolikheten inte kan vara 23/100. Eleverna far diarfor konstruera en anpassad
modell. De kanske argumenterar f6r att férdelningen i flaskan 4r 2 gula, 3 t6da och 4 gula.
Detta dr en god approximation utifrdn stickprovet men inte helt i éverensstimmelse med
den teoretiska sannolikheten i just det hir fallet. Om nu ldraren ger information om att det
totala antalet kulor i flaskan dr 10 blir det svarate att enas om en modell eftersom
2+3+4=9. Da kan eleverna behéva underséka vidare f6r att komma nirmare den verkliga
térdelningen.

Att satta fokus pa fragor i sannolikhet

Att ga fran experimentell sannolikhet till att dra slutsatser om den teoretiska sannolikheten
har flera likheter med statistik. I del 7 kommer ni att arbeta med statistisk slutledning och
arbetet ni gor hir ligger grunden f6r detta. Statistik handlar om att dra generella slutsatser
om en eller flera egenskaper i en population (t.ex. en viss grupp minniskor) utifran data.
Men nir vi stiller fragor i sannolikhet handlar detta inte bara om att beskriva en population
och att dra slutsatser om samband mellan olika egenskaper i en population. Sannolikhet
kommer in ndr vi stiller oss frigan om hur sdkra vi dr att resultatet av en stickprovsunder-
s6kning speglar en population. Dessutom f6rsdker vi 1 sannolikhet att férutsiga framtiden
och med vilken sikerhet vi kan géra férutsdgelser. Med hjilp av statistik kan vi t.ex. fi reda
pé hur stor del av Sveriges elever som gar ut med godkinda betyg fran skolan ett givet ar.
Den frigan har inget med sannolikhet att géra. Framforallt inte om vi lyckas att gbra en
totalundersékning, dvs. vi gbr inget stickprov utan har information om varje elev som gick
ut ak 9 det aktuella aret. Hade vi bara studerat ett stickprov hade det ddremot blivit aktuellt
med sannolikhet. Sdg att vi fragat 10 000 av populationen elever som gick ut dk 9 det aktu-
ella dret. Den relativa frekvens vi fitt fram av antalet godkinda elever bland dessa 10 000
hade givit oss ett matt pa hur méinga som blivit godkinda. Men, det dr forstas inte det ex-
akta, sanna virdet pa samma sitt som vid en totalundersckning. Vi kan inte heller pa
samma enkla sitt som vid kast med en symmetrisk tirning géra en teoretisk modell 6ver
hur stor del som totalt blivit godkinda. Oftast far vi n6ja oss med stickprov, varfér vi maste
utveckla forstaelse for betydelsen av stickprovets storlek och med vilken sikerhet (sanno-
likhet) vi kan siga att det sanna virdet ligger inom ett visst intervall utifran den information
stickprovet gav. For att inte en aktivitet som syftar till lirande i sannolikhet ska stanna vid
statistik och sammanstillning av data behéver du som ldrare noga tinka igenom hur du

formulerar frigor till eleverna och hur du tar vara pa inldgg och fragor frin eleverna som
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handlar om sannolikhet. Ett sdtt att ytterligare stirka fokus pd sannolikheten ér att diskutera
férutsidgelser som gors efter en experimentell sannolikhetsmodell. Om jag tror mig veta
térdelningen, hur siker kan jag vara pa firgen pa nista kula? Om jag skulle satsa pengar pa
en firg, hur skulle jag resonera dar

Svarigheter att ga fran experimentell till teoretisk sannolikhet

Ett viktigt didaktiskt verktyg f6r lirare dr att ha kunskap om vilka svarigheter elever kan ha
med ett matematiskt innehall. Studier visar att elever manga ganger har svirt att se betydel-
sen av och virdera frekvensdata som information om en hindelses sannolikhet. Istillet
viger de ofta in personliga, subjektiva faktorer. I del 3 hinvisade vi till en studie av Fisch-
bein och hans kollegor. I samma studie bad forskarna elever att jimféra sannolikheten att fa
”fem” tre ganger genom att kasta en tirning tre ganger eller genom att samtidigt kasta tre
tirningar. Det visade sig att flera elever skilde mellan situationerna. Bland de elever som
ansag att det var en skillnad tyckte vissa elever det var storst chans att fi tre femmor om
man kastade tdrningarna samtidigt. Men den &vervigande delen av dem som tyckte det var
en skillnad ansag att det var stOrst chans att fi tre femmor genom att kasta en tirning i ta-
get. Argumentet f6r detta var att genom att kasta e tirning i taget sd kunde de bittre kon-
trollera varje utfall med sitt sitt att kasta. Ett sddant argument 4r ofSrenligt med begreppet
oberoende hindelse, dvs. att sannolikheten f6r varje resultat f6rblir konstant och paverkas
inte av ett tidigare resultat.

I en studie i en svensk sjitteklass delades fem stycken non-stoppasar”
ut tillsammans med instruktionen att undersdka vilken pdse som gav
storst chans att fi en gul godis nir man pd mafa plockar en godis ur
pasen (Nilsson, 2014). Eleverna skulle plocka upp en godis i taget och
fora in sina observationer i en tabell. Efter varje observation skulle de
ligga tillbaka godisbiten innan de gjorde en ny observation, dvs. det var
en situation ’med aterliggning”. Det visade sig att flera elever hade

svart att betrakta situationen som helt slumpmaissig. De ansag bland
annat att det spelar roll vem som sticker ner handen i pdsen och plockar upp en godis. Flera
uttryckte problem med éterliggningen. Det finns nidmligen risk, ansdg de, att man tar
samma godis flera ginger dven om man skakar pasen varje ging! Detta kan tolkas som att
eleverna fokuserar de absoluta frekvenserna mer 4n de relativa frekvenserna, dvs. att de
férsoker rikna ut hur manga godis det finns av varje firg i pasen och inte hur stor andel av
varje firg det finns. Deras sitt att tinka visar ocksa pa att de har svirt att se hindelserna
som oberoende nir de tror att en tidigare observation paverkar en efterfoljande. Framforallt
tog sig detta uttryck da de fick samma firg flera ginger i rad. Vid sddana tillfillen skakade
de pasen extra for att géra situationen helt slumpmissig och rittvis for firgerna.

Sammanfattningsvis kan sigas att var 6nskan att kunna kontrollera slump och sannolikhet

hinger titt samman med vir strivan att finna férklaringar pd vad som sker i vir omvirld.
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* . o . . . .
En pése Non-stop innehiller godis av samma form men i sex olika firger.
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