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Modul: Sannolikhet och statistik
Del 2. Formativ bedémning i sannolikhet och statistik

Elevers tankande i sannolikhet

Andreas Eckert, Linnéuniversitetet

Johan Higgstrém, G6teborgs universitet

Ord som tur, chans, osannolikt, omdjligt, troligt och shump anvinds dagligen. Ofta gbrs ingen
medveten koppling till dess matematiska motsvarigheter men omedvetet si utfér vi alla
manga sannolikhetsbedémningar varje dag. Det verkar, undermedvetet, finnas en riskbe-
démningsférmaga som vi viger in i de beslut vi fattar varje dag. Denna bakomliggande san-
nolikhetsintuition har varit i fokus i manga studier inom psykologin med syfte att bittre f61-
std det ménskliga tinkandet. Vad innebdr da dessa intuitiva uppfattningar inom sannolikhet

f6r matematiska problemsituationer och hur péaverkar de undervisningen?

Vi pratar om bedémningar och berikningar av sannolikhet i samband med slumphindelser.
Men vad slump innebir ir inte enkelt att definiera. Slump kan ses som alternativ till deter-
ministiska (férutbestimda) forklaringar av hindelseférlopp. Nir vi inte kdnner till alla fak-
torer som paverkar en hindelse sd kan vi sla samman dem till en slumpfaktor. Slump skulle
ocksa kunna tolkas som en aspekt av den fria viljan. Att vi, i motsats till att f6das med en
odndlig rad foérutsagda hindelser framfér oss, skapar oférutsagda hindelser genom de val vi
gor. Eller sa dr slump helt enkelt nir en vildigt osannolik hindelse intriffar, si som att vinna
hogsta vinsten pa lotto. Dessa och minga fler dr tinkbara tolkningar av slump, och nir det
finns sa olika definitioner av en slumphindelse 4r det kanske inte heller si konstigt att det

finns médnga olika uppfattningar vad giller sannolikhetsbedémningar.

Uppfattningar om sannolikhet och om slumpmissiga hindelser har traditionellt legat inom
psykologins forskningsfilt. Resultat frin denna forskning (se t. ex Tversky & Kahneman,
1982) dr bl. a beskrivningar av vanligt férekommande missuppfattningar av hur slumphin-
delser beter sig och hur relevanta sannolikhetsbedémningar kan gbras. De missuppfattningar
som kommer att behandlas hir dr bendgenbet att se sannolikhetsfordelningar som likformiga, represen-
tativitet, tillganglighet och utfallsorienterad ansats. De blir presenterade 1 var sitt avsnitt som inleds
med ett exempel.

Gemensamt f6r manga (miss-)uppfattningar om sannolikhet dr att de édr robusta och ofta
”resistenta” mot undervisning. Ett skil kan vara att de inte nédvindigtvis, i alla situationer,
leder till felaktiga bedémningar. Ett annat kan vara att man i vardagen sillan far feedback nir
man resonerat fel. Prova girna din egen intuition i de inledande exemplen i avsnitten nedan —
hur besvarar du frigorna spontant, utan att géra nigra berdkningar? Precis som fOr andra
delar av matematiken dr det viktigt att man som ldrare dr medveten om vilka uppfattningar
som kan forekomma f6r att kunna arrangera undervisningen pa ett klokt satt. Ett sitt att
utmana elevers missuppfattningar i undervisningen dr att stilla olika sitt att resonera mot
varandra, girna med utgingspunkt fran elevernas egna undersdkningar av slumphindelser.

Elevers tankande i sannolikhet November, 2015
http://matematiklyftet.skolverket.se 1(5)



i’wﬁ:;tematik Skotverket

Grundskola ak 7-9

Benagenhet att se sannolikhetsférdelningar som likformiga

Betrakta foljande problem.
Tva tirningar kastas samtidigt tva ginger med foljande resultat.

Kast 1: en femma och en sexa

Kast 2: tva sexor

Vilket av dessa av resultat 4r mest sannolikt, eller ar de lika sannolika?

Mainga elever menar att de tva resultaten dr lika sannolika och det ér vanligt att alla mojliga
utfall av en slumphindelse betraktas som lika sannolika. Denna uppfattning kan bero pa
svérigheter att bestimma utfallsrummet, som i ovanstiende friga dér vi méste inse att kast 1
gar att fa pd tvd olika sitt, [5,0] och [6,5], samtidigt som kast 2 endast gar att fi pd ett sitt.
Det gor att resultatet 1 kast 1 dr dubbelt sd sannolikt som resultatet i kast 2. Men det kan
ocksa bero pa missuppfattningen att alla utfall av en slumphindelse dr lika sannolika. Ett
annat exempel dr att utfallen ”tva krona”, ”tva klave” och ”en av varje” bedéms vara lika
sannolika. Den klassiska sannolikhetsdefinitionen, dir antalet gynnsamma utfall divideras
med totala antalet méjliga utfall, bygger pa antagandet att alla utfall dr lika sannolika — m&jlig-
en dr detta nagot som ibland tas férgivet i undervisningen? Ett sidant antagande kan vi gbra
med till exempel sexsidiga symmetriska tirningar, men i minga andra fall 4r det inte méjligt,
till exempel f6r sannolikheten att ett kastat “monopolhus” landar pa en viss sida. Huset har
sju sidor — fyra ”viggar”, en “botten” och tva “taksidor’” — men de sju mdojliga utfallen kan

omojligt vara lika sannolika dd huset 4r oregelbundet i formen.

Representativitet

En vanlig missuppfattning bendmns representativitet. Vi anvinder foljande problem, for att

belysa denna missuppfattning. Fundera en stund &ver hur du sjilv skulle besvara fragan.

Nir alla sexbarnsfamiljer i en stad tillfrigades om den exakta ordningen deras barn fotts i, med
avseende pa kon, svarade 72 familjer att de f6tts i denna ordning:

Flicka — Pojke — Flicka — Pojke — Pojke — Flicka

Hur miénga familjer borde, enligt din uppskattning, svarat att deras barn har fotts i
foljande ordning?

Pojke — Flicka — Pojke — Pojke — Pojke — Pojke

Under forutsittning att sannolikheten att f4 en pojke eller flicka dr lika stor sa dr de tvd seri-
erna precis lika sannolika. Anda finner ménga intuitivt att den senare serien dr mindre sanno-
lik 4n den forra. Forhdllandet mellan antalet pojkar och flickor i den senare serien stimmer
inte 6verens med den lika férdelningen av pojkar och flickor i sambhillet (populationen).
Tendensen att bedéma sannolikheten f6r en hindelse utifrin hur vil den representerar for-
delningen i populationen dr utmarkande f6r den missuppfattning som kallas representativitet.
Den innebir ocksd att man tror att férhallandet 1 sma stickprov kommer att efterlikna for-
delningen i stora stickprov — till exempel att resultat av tio myntkast bor bli f6rdelat ungefir
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hilften krona och hilften klave for att tio tusen kast skulle ha ungefir den resultatférdelning-
en.

En 6vertro pa hur sma stickprov avspeglar férhallandena i populationen kan litt paverka val
vi gor i vardagen genom att vi drar felaktiga slutsatser om en population utifrdn ett litet
stickprov. Sig att vi tinker képa en ny bil och dérfor fragar tre bekanta om en modell som de
tidigare dgt. Om da tva av de tre haft problem med oljeldckage 4r det litt att dra slutsatsen att
detta dr ett vanligt problem fér den aktuella bilmodellen. Men i ett sa litet stickprov spelar
slumpen sa stor roll f6r utfallet att problemen med oljelickage i sjilva verket kan vara ytterst
ovanliga f6r bilmodellen.

Missuppfattningen kan dven visa sig nir man jimfér tva serier av barn med samma antal
pojkar och flickor.

Alla sexbarnsfamiljer i en stad tillfrigades om den exakta ordningen deras barn f6tts i.
Vilken serie 4r mest sannolik?

Flicka — Pojke — Pojke — Flicka — Pojke — Flicka
eller
Pojke — Pojke — Pojke — Flicka — Flicka — Flicka

Aven hir dr de tva serierna lika sannolika men 4dndd tinker maénga intuitivt att serie tvd ar
avsevirt mindre sannolik 4n serie ett. Detta har att gbra med hur slumpmissighet uppfattas.
Trots att bada serierna efterliknar f6rdelningen i populationen (lika manga flickor och pojkar)
uppfattas inte serie tvd som slumpmissigt ordnad. Slumphindelser 4r processer som ér of6r-
utsdgbara si nir de genererar till synes ordnade sekvenser upplevs dessa som osannolika trots
att de 4r precis lika sannolika som ndgon annan sekvens som kan uppstd. Till exempel sd
upplevs lottoraden 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 (tll skillnad mot till exempel 2, 7, 11, 12, 23, 25, 33) som
vildigt osannolik eftersom det ses som ett ordnat resultat av en serie av slumphindelser.
Uppfattningen att resultatet av slumphindelser ska efterlikna den oordnade process som
skapar dem ir ett annat uttryck f6r det som kallas f6r representativitet.

Representativitet utgdrs alltsd 1 huvudsak av tvd missuppfattningar.

(1) Fordelningen av utfall 1 sma stickprov ska spegla férdelningen i hela populationen och i

stora stickprov.

(2) Resultat av slumpforsék bor bli oordnade sekvenser eftersom slump uppfattas som nagot

som inte uppvisar monster.

Det ir viktigt att utmana dessa och andra missuppfattningar i undervisningen. Med utgings-
punkt i elevers egna undersdkningar av slumphindelser kan elevers tankar om slumpproces-
ser och betydelsen av stickprovens storlek diskuteras, t.ex. genom att jimfora flera sma
stickprov for att se hur mycket de kan variera och dven jimfora med ett eller flera storre
stickprov. Med enkla slumphindelser som slantsingling kan elever tillsammans skapa stora
stickprov under en lektion, vilket kan ge goda méijligheter att diskutera och jaimfoéra resultat.
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Tillganglighet
En annan missuppfattning bendmns #/lginglighet. Botja med att fundera pa detta problem.

Nedan visas tvd strukturer, A och B. En 4g genom en struktur binder ihop ett kryss
i den 6versta raden med ett kryss i den nedersta raden och passerar precis ett kryss i
vatje rad. En vig i A kan t.ex. borja i det andra krysset frin vinster i den 6versta ra-
den, gi till det fjirde krysset i andra raden och sluta i det sjunde krysset i den nedersta
raden (se figuren).

X X X X X X X X X
X X X X X X X X X

1. Vilken av de tvi strukturerna tror du har flest 174gar?
2. Hur ménga 1dgar finns det i vatje struktur?

Studier av detta fenomen visar att méinga spontant svarar att struktur A har fler Vigar trots
att antalet i sjilva verket d4r samma i bada strukturerna. Det verkar vara littare att se fler di-
stinkta vigar i A, samt att dessa dr littare att omfatta samtidigt eftersom de ér kortare dn
vigarna 1 B. Utfall som vi enkelt kan visualisera och tinka pa samtidigt uppfattas ofta som
mer sannolika 4n andra utfall av en hindelse. Detta dr grunden till en missuppfattning som
bendmns #/lganglighet. Ett annat exempel for att illustrera detta: Vilka svenska ord ir flest, de
som bérjar med bokstaven R eller de som har R som tredje bokstav? Fér ménga av oss ir det
mycket enklare att komma péd ord som bérjar pd R 4n ord som har R i tredje positionen.
Tillgingligheten leder da till att ord som bérjar pad R beddms vara fler, trots att det dr tvirt
om.

Att gbra riskbedémningar utifran hur enkelt det 4r att dra sig till minnes en hindelse kan fa
odnskade och ibland kostsamma féljder. Lat oss ta ett exempel. Du ska precis betala din nya
mobiltelefon med en ling ké av personer bakom dig och du fir fraigan om du vill képa en
tilldggstorsakring. Du maste snabbt bestimma dig och de férsta minnena som dyker upp ér
av bekanta vars mobiltelefoner har gatt sonder pa ett eller annat sitt. Aven om du sjilv 4r en
forsiktig person kan dessa minnesbilder fa dig att bedéma risken som stor att du kommer att
behova forsakringen. Ditt beslut att betala extra for forsikringen baseras pd en sannolikhets-
bed6émning grundad i hur tillgingliga dessa minnen ir f6r dig.

Minga av de situationer med sannolikhet som elever har métt innan de kommer till matema-

tikundervisningen och 4dven manga av de exempel som traditionellt har anvints i undervis-
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ningen har likformiga sannolikhetsférdelningar. Klassiska exempel dr sexsidiga symmetriska
tirningar, myntkastning och kulor i urnor (ddr varje kula har samma sannolikhet att bli
dragen, oberoende av firg). I undervisningen kan vi utmana elevers eventuella missuppfatt-
ning om att alla slumphindelser 4r sidana genom att till exempel jimfora kast med en sym-
metrisk tirning och med en icke-symmetrisk (eller ett hiftstift). Det ger mojligheter att disku-
tera de antaganden vi gor i olika sannolikhetstolkningar och belysa eventuella missuppfatt-
ningar.

Utfallsorienterad ansats

For manga dr anledningen att bry sig om sannolikhetslira dess potential att ge ett beslutsun-
derlag. Personer som har en wtfallsorienterad ansats nir de tolkar sannolikhetsmatt drar det ett
steg lingre. Om till exempel en viderprognos siger att det dr 70% chans f6r regn si tolkas
det som att det kommer regna den dagen. Brytpunkten for att nagot intriffar eller inte intraf-
far i detta utfallsorienterade tankesitt ligger runt 50%, vilket tolkas som en total brist i kun-
skap om utgingen och att det inte gér att uttala sig om vare sig det ena eller det andra. Ar det
bara tillrickligt langt 6ver 50% sa tolkas det som att hindelsen kommer att intriffa samtidigt

som om det ar tillrickligt lingt under 50% sa tolkas det som om det inte kommer att intriffa.

Om det handlar om triviala saker som vidret och beslutet som fattas dr att ta pé sig regnjacka
en dag eller inte sd kan den utfallsorienterade ansatsen verka vara harmlds, dtminstone 1 ett
socialt perspektiv. Andra beslut kan fd stérre konsekvenser, till exempel om man ska orka ta
pé sig bilbilte eller inte under den korta resan till affiren. Anta att risken f6r att bli inblandad
i en bilolycka under resor som ir kortare dn 5 km dr 2%. Tolkat enligt en utfallsorienterad
ansats skulle det innebira att det inte kommer ske nagon bilolycka pa vig till affiren och att
sdtta pa sig bilbilte blir ddrfér onddigt. Den hir typen av tankeexperiment visar att det kan
vara viktigt att inte bara diskutera hur elever kommer fram till ett svar i sannolikhetsldran

utan ocksa hur de tolkar de numeriska virden de kommer fram till eller exponeras for.

Sammanfattning

I texten har ndgra av de olika missuppfattningar om sannolikhet som finns beskrivits. Dessa
gar antagligen att finna hos manga elever pd hogstadiet. Men det ska ocksa sdgas att tydligast
framstar de troligtvis i sammanhang didr “matematikimnet” dr mindre patagligt, som till ex-
empel hemma under en spelkvill med familjen. Det dr viktigt att komma ihag att missupp-
fattningar av det hir slaget kan vara bestindiga, trots studier i sannolikhet, och det innebdr
inte att man dr sdmre pa matematik bara fér att man ibland aterfaller i liknande tankebanor.
Men ir vi sjilva medvetna om dem kan det vara ett ytterligare steg mot ett tinkande och
beslutsfattande grundat i en mer matematiskt korrekt logik.
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