LENA TRYGG

_aborativt aroetssatt
matematik

Att anvanda laborativa material i matematikundervisningen ar pa intet satt nagot
nytt. Det mest vasentliga for att material ska komma till verklig nytta i elevers
larande ar att de ges mojlighet att méta matematikinnehallet pa olika nivaer. Mellan
det konkreta arbetet och det abstrakta tdnkandet finns uttrycksformer som bilder,
informella symboler och sprék. Elevernas egen dokumentation ar ocksa viktig.

ska bade utforska matematiken péd egen hand och tillsammans med kamrater,

Q. lla elever bor fa mota en variation av arbetssatt i matematikundervisningen, de
men ocksa ges en god, valstrukturerad undervisning och handledning.

Laborativt eller konkretiserande arbetssétt

Ett laborativt arbetssatt jamfors ibland med ett konkreti-
serandearbetssatt.l ettlaborativt arbetssdttkan alla elever
delta och starta fran den niva de befinner sig pa. Ifall omra-
det ar helt nytt for eleverna kan de starta med den infor-
mella forstaelse de (eventuellt) redan har med sig, men alla
maste inte alltid borja med konkret arbete. Finns forkun-
skaper kan eleven ga direkt in pa ett mer abstrakt steg. De
kan sedan stanna olika ldnge pa de olika stegen nar de i
olikataktarbetarsigvidaretill den heltabstraktanivan. Ett
konkretiserande arbetssdtt innebar en omvand arbetsgang.
Alla elever startar (samtidigt) i den formella och abstrakta
matematiken. For de elever sominte klarar detta farlararen
arrangera ett konkretiserande innehall, vilket i praktiken
ofta betyder att dessa elever far anvianda laborativa mate-
rial medan 6vriga elever fortsatter pa den abstrakta nivan.

Konkretiserande
arbetssdtt

Laborativt
arbetssdtt
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Induktiv — deduktiv

Ibland anvands orden induktiv och deduktiv for att beskriva olika arbetssatt. I detta
sammanhang kan en induktiv metod tolkas som ett undersokande arbetssatt, fran
specifikt till generellt. En deduktiv metod ger ett arbetssatt som gar i omvand rikt-
ning, dvs fran generellt till specifikt. Exempel:

* Induktiv metod. 1 det undersdkande eller utforskande arbetssattet har elev-
erna tillgang till material av allehanda slag och underséker manga snarlika
fall for att sedan dra en slutsats. Eleven delar upp talet 10 pa alla tinkbara
satt, med olika material, i olika kontexter, resonerar, diskuterar etc for att
efter hand lara sig alla tiokamrater.

* Deduktiv metod. 1 den valstrukturerade undervisningen demonstrerar
lararen (eller laroboken) en slutsats, t ex en formel for hur volymen pa ett
ratblock kan beridknas. Eleven gor sedan egna berakningar utifran givna
ratblock, bade tredimensionella kartonger och tviddimensionella skisser,
for att genom forstdelse befasta formeln. Det dr inte ovanligt att elever
langt upp i grundskolan inte har forstatt att volymen i ett ratblock ar helt
oberoende av hur det ar orienterat. Dessa elever har troligtvis mest berak-
nat volym utifran skisser med ldngd-, bredd- och h6jdmatt utsatta. De
elever som aven arbetar med kartonger inser enklare att ett paket socker-
bitar innehaller lika manga bitar hur de dn vrider och vander pa det.

AKTIVITETER STEG FOR STEG

Till vardags sédger vi ofta att eleverna ska “ga fran det konkreta till det abstrakta”.
Sa kan det vara, men vi bor dven halla 6ppet for den andra riktningen, alltsa fran
det abstrakta till det konkreta. Att konkretisera och askadliggora ett abstrakt och
generellt matematiskt uttryck &r manga ganger betydligt mer utmanande, for saval
larare som elever, dn att folja en arbetsgang fran det konkreta till det abstrakta. Vil-
ken riktning vi an véljer dr det anda vad som hdander mellan dessa bada ytterligheter
som ar det mest avgorande for att det ska uppstd en majlighet for eleven att lara. Av
den anledningen skavitittandrmare pa ett pararbetsgangar somisin grund arrela-
tivtlika men dnda skiljer sig at. En laborativ aktivitet bygger pa i huvudsak tre steg:

1. Gemensam introduktion
2. Laborativt arbete
3. Gemensam uppfoljning och diskussion

Steg 1, gemensam introduktion, innebar att elever far en inblick i vad som ska hdnda
eller vad de ska gora. Introduktionen ska skapa férvantan och nyfikenhet. Den bor
ocksaresafragor som motiverareleverna att undersoka savil material som aktivitet
och vad arbetet kan leda till. Darmed inte sagt att lararen behover beratta vad som
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ska hinda eller vad eleverna forvantas lara sig. [ vissa aktiviteter kan det vara klokt
med en introduktion da ldraren anvdnder material som motsvarar det eleverna ska
anvanda, meniannatformat. Ska eleverna undersoka ett tandsticksmonster kan det
finnas fordelar med att lararen istéllet har bambuképpar - det syns battre och visar
att detinte ar stickorna i sig som ar det viktiga.

Steg 2, laborativt arbete, kan ske enskilt, i par, i grupp eller i helklass. I praktiken
blir det vanligtvis en kombination. Detta steg kan manga ganger vara det som ar
enklast for lararen att planera da det ofta finns detaljerade beskrivningar i bocker,
parmar och pa webben. Eleverna ska inte enbart arbeta praktiskt med konkret ma-
terial, de ska aven ges mojlighet att arbeta halvkonkret, halvabstrakt och abstrakt,
se nedan.

Steg 3, gemensam uppféljning och diskussion, har visat sig vara ett mycket kritiskt
steg. Om eleverna enbart plockar iordning efter sigi slutet av steg 2 ar risken stor att
aktiviteten mest far karaktar av "gérande”. Nar lararen istillet avslutar en aktivitet
genomtankt med en uppfdljande diskussion finns méjlighetatt forstarkainlarningen
och undanréja missuppfattningar. Genom att jaimfora begreppsuppfattningar och
losningsstrategier kan elever ocksa "byta upp sig” till effektivare tankesatt.

Lararen kan har hjalpa eleverna att bli medvetna om vilket centralt innehall som
har behandlats, 4ven om det ofta ar relativt uppenbart, och vilka férmagor som har
kommit till uttryck. Det senare ar inte alltid lika uppenbart utan behéver belysas av
lararen.

Fyra nivéer

Ett sitt att beskriva och gora elever medvetna om vad som hdnder pa vigen mellan
konkret och abstrakt ar att tydligt arbeta med nivaerna halvkonkret och halvab-
strakt. Detta kan exemplifieras pa foljande satt:

Konkret: Arbete med fysiskt material, ofta i plast, tra eller papper, som kan han-
teras manuellt. Sakerna kan vandas och vridas, de gar att uppleva med flera sinnen.
I manga fall ar det konkreta materialet en abstraktion av ett annat verkligt foremal,
tex leksaker och plockmaterial som ar tillverkade i annan skala dn det som de re-
presenterar. Pa denna niva kan det laborativa materialet fylla en funktion for att
askadliggoranagotabstrakteller forattunderlattavid berdkningar. Dettalade ordet
ar viktigt nar bade larare och elever formulerar det som sker.

Halvkonkret: Forsta steget for att lamna den helt konkreta nivan ar att anvdnda
bilder. Dessa kan vara elevers egna naturtrogna teckningar (ar det en cykel ska det
synas att det ar en cykel), men lika garna fotografier eller andra illustrationer som
exempelvis memorykort. Ibland protesterar bade larare och elever har. For att ta
nagra ytterligheter sa finns det elever som tycker sa mycket om att rita och mala att
de fastnar i det och helt missar matematiklarandet, andra elever avskyr att teckna
och vill for allti varlden slippa det pa matematiklektionerna. Liararen maste avgora
nar det ar dags for eleven att ta nista steg eller att hitta alternativ.
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Halvabstrakt: Eleverna lamnar sina forestédllande bilder till forman for egna infor-
mella symboler. Leksaksbilen som tidigare har ritats omsorgsfullt med hjul, dérrar
ochstralkastarekannuersattas avenrutaellerettstreck. Detviktigaste dratteleven
sjalv vet vad den valda symbolen representerar.

Abstrakt: Eleven gar fran sina egna informella symboler till den formella matema-
tiken med siffror,andrasymboler, rdknelagar och regler. Forhoppningsvis har eleven
da med sig en forstdelse for vad de formella uttrycken star for. I annat fall finns det
mojlighet for eleven att ga tillbaka bade i sin dokumentation och i sina tankar for att
se varifran ett formellt uttryck harstammar.

Dessa fyra nivaer har inga vattentita skott mellan sig. Naturligtvis kan eleverna
hamed siglaborativa material eller bilder som st6d for tanken pa senare nivaer, men
det finns dtminstone tva betydelsefulla saker att uppmarksamma. Dels maste vilata
demellanliggande stegen ta tid. For oss vuxna som redan beharskar ett matematiskt
innehall eller begrepp ar detlattattblilite otaliga och skynda pa eleverna fér mycket.
Delsardetnodvandigtattsetillattundervisningen (eller enskilda elever) inte fastnar
pa den konkreta nivan - for att vid senare tillfdlle ta ett (obegripligt) skutt direkt
till den abstrakta nivan. I bdda fallen kan det resultera i att det laborativa arbetet
enbart har blivit ett tidsédande "gérande” som inte fyller nagon verklig funktion for
elevens larande.

Detta relativt linjara arbetssatt bade kan och bor varie-
ras. De fyra nivderna kan ses som olika matematiska ut-
trycksformer dar eleverna anviander material, bilder, ord,
informella och formellasymboler. Andraalternativarattar-

i)
betamed uttrycksformerienordningsomantingenliararen | O
eller eleven sjalv bestaimmer. Ett exempel ar de tanketavlor
som presenteras i Forstd och anvinda tal.
e Arbetsgangen konkret - Symbol
abstrakt kan sagas ligga till
8ild Tal grund for det fyrfaltsblad som visat sig fortydliga
arbetet med att skapa grundlaggande forstaelse for
S algebra. Ofta bendmns de fyra félten: bild, tal, ord
och formel. I ett femte mindre filt 6verst pa papperet
Ay A skrivs rubrik for aktiviteten alternativt beskrivs den
ord v . v hindelse som ligger till grund for aktiviteten. I faltet
bild ritas aktiviteten av och det bor vara en handelse
<> som pa nagot satt forandras, exempelvis ett vixande
monster lagt med stickor, markérer eller olika sorters
skruvar.Ifaltet talbeskrivs och organiseras handelsen
med hjalp av siffror. I faltet ord utgar eleven fran de ti-

digare falten och beskriver med egna ord vad som hander nar monstret vixer. Detta
steg som forst kan tyckas vara det enklaste dr manga ganger det som elever (och
larare) tycker dr det svaraste. De ar helt enkelt ovana att med egna ord formulera ett
matematiskt innehall. I faltet formel tas steget 6ver i ren abstraktion.
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En sammanfattande mening valjs fran

filtet ord. Meningen éversitts sedani | 1.1 bambuképp +
manga och sma steg till en formel. Den
inledande meningen till skissen till 2.1+
hoger skulle kunnavar: Férstldggerjag

en bambukdpp, sen fyller jag pd med tre
bambukdppar fér varje ny ruta.

Anviands fyrfaltsbladet pa detta satt
blir det tydligt att eleverna far tillfalle
att arbeta och resonera saval enskilt
och i mindre grupp som i lararledd 6.1+(3+n)
helklass. Exempelvis bor arbetet med
faltet formel varalararlett, atminstone 7 1+3n
tillrackligt lange for att alla elever ska
fa en chans att férstd vad som handeri | g 35+1
de olika stegen fran mening till formel.
Med hjilp av fyrfaltsbladet ska alltsa eleven forsta vad en formel dr och att det finns
en verklighet bakom. For elever som behéver extra utmaningar kan fyrfaltsbladet
anvandas "bakldnges”. Ge eleverna ett algebraiskt uttryck att skriva in i formelfaltet
och lat dem sedan fundera ut och préva sig fram till hur uttrycket kan representeras
i de ovriga falten.

Tanketavlor och fyrfaltsblad ar tva konkreta exempel pa hur elever kan doku-
mentera bade vad de gor och vad de lar sig. En betydande orsak till varfor elever ska
dokumenteraarattdetlaborativaarbetetannarslattkanbliosynligt. Nar materialet
ar bortplockat "finns inget kvar” om ingen form av dokumentation har gjorts. Da
kan till och med en ifylld sida i en traditionell lirobok vara mer konkret. Elevernas
dokumentation kan goras med stor variation. Det enklaste sattet ar att fotografera
under pagaende arbete och sedan sitta text till. Dagens teknik kan verkligen under-
latta oavsett om det ar eleven sjilv eller lararen som skriver, eller om texten talas
in. Olika former av dokumentation kan hjilpa elever att utveckla begrepp steg for
steg, att se likheter och skillnader mellan olika begrepp, att tydliggéra vad elever
kan fore och efter ett arbetsomrade, att1ata elever fundera pa vad som ar respektive
inte ar en specifik geometrisk figur, att utveckla ett vardagligt sprak mot ett allt mer
matematiskt sprak, etc.

Nar dessadokumentationer ar sparade finns moéjligheter att dven anvanda dem till
analys och bedomning. Eleven, lararen och foraldrar kan se vad eleven har arbetat
med och vilken utveckling som har skett. Elevdokumentationerna ger ocksa lararen
tillfalle att upptacka missuppfattningari ett tidigt skede.

Vilken arbetsgang som anvands, hur och vid vilket tillfille, maste avgoras fran
aktivitet till aktivitet, ytterst beroende pa vilket matematikinnehall som ar det pri-
mara malet for elevernas larande.

3.1+ (3-antrutor
4.1+ (3-antrutor)
51+(3-0) 4 =antrutor

n =antrutor

Nationellt centrum fér matematikutbildning 130



NamnarenTema 10

OLIKA SLAGS MATERIAL

De laborativa matematikmaterial som anvands i dagens undervisning kan delas in
i tre grupper:

1. Vardagliga féremdl som finns i hemmen, pa skolor och arbetsplatser, i sam-
hallet och i naturen kan anvandas i matematikundervisningen. Ett vanligt
exempel ar redskap for att mata, som mattband, meterstock, hushallsmatt,
vag och termometer.

2. Pedagogiska material ar speciellt framtagna och producerade for att anvan-
das i matematikundervisningen. Nagra vanliga exempel ar tiobasmaterial,
multilink, geostrip, cuisenairestavar och logiska block.

3. Spel kan avse bade kommersiella spel och sddana som ar konstruerade och
tillverkade av larare och elever. Det kan vara allt fran traditionella spel
som schack och fia till hypermoderna digitala spel.

Att anvanda material for att konkretisera, askadliggora eller laborera ar ingen ny
foreteelse. Vikan ga tillbaka till den grekiske filosofen Aristoteles som redan pa 300-
taletfKrgavuttryck for att kunskap kan utvinnas genom att vi férst studerar manga
konkreta exempel for att uppticka vad som dr utméarkande for dem. Han betraktade
matematik som abstraktioner av tingens konkreta egenskaper. Vi gér nagra nedslag
franslutetav 1800-taletforattlyftafram nagraavdem som bidragittill utvecklingen
av laborativa material.

Friedrich Frobel var inspirerad av den schweiziske pedagogen Johann Heinrich
Pestalozzisidéer om attanvinda alla sinnenidet forsta stegetilarprocessen. Frobel
konstruerade ett material, som fatt namnet Frébels lekgdvor, vilket ar sarskilt riktat
mot barn och som fatt stor betydelse i forskolan.

Maria Montessori var egentligen 1dkare men 6ppnade 1907 en skola i Rom for de
sakallade "obildbara” barnen. Hon observerade att
intresseforandringar hos alla barn foljer ett givet
monster. Hennes idé om inldarning handlar om att
ga fran det konkreta till det abstrakta och hon
arbetade fram ett matematikmaterial som bland
annat lyfter fram taluppfattning och aritmetiska
begrepp. Materialet anvands idag aven av elever i
grundskolan.

Anna Kruse var lararinna och senare forestan-
darinna for en skola i Stockholm. Hon har i sin bok
Askddningsmatematik, som utkomiborjanav 1900-
talet, beskrivit hur material och stoff, snarare an
lararens forklaringar ska leda till att eleven gor
egna upptickter. Hon foresprakar ett arbetssatt
som ar laborativt och undersékande och menar
att siffror inte ska anvandas for tidigt. Kruse talar
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sig varm for ett material som hon kallar
raknelappar och som hon fatt inspiration
till fran en dansk smaskoleldrarinna. Lap-
parnaarkvadratiska, 3x3 cm, réda pdena
sidan och bla pa den andra.

George Cuisenaire var belgisk folkskol-
larare. Han sagatt mangaav eleverna hade
svartatt skilja pa tals storlek och konstru-
erade da ett material med tio olika langa
stavar. Senare kom den engelske psykolo-
gen och matematikprofessorn Caleb Gat-
tegno att sprida information om stavarna
och hur de kan anvindas i matematikun-
dervisningen.ISverige har Gudrun Malmer gjorten storinsats for att sprida materia-
let och visa ldrare hur stavarna bor anvdandas. Om stavarna ska komma till sin fulla
ratt ar det viktigt att de anvands som ett relationsmaterial och inte sa att varje farg
knyts till ett specifikt tal. Malmer har sjalv utvecklat andra laborativa material och
hon betonar ocksa sprakets betydelse som stdd i elevernas larande.

Zoltan Dienes ar ett relativt okdnt namn i Sverige, men material som han ar upp-
hovsman till ar desto mer bekanta. Det ar han som bland annat har konstruerat den
ursprungliga versionen av det vanligt forekommande multibasmaterialet, de forsta
konkreta algebraiska materialen samt de logiska blocken. Dessa material och tillh6-
rande instruktioner ligger till grund for dagens anvandning av laborativa material
i undervisningen. Hans kanske mest kdnda bok Building up mathematics fran 1960
beskriver inte bara material och aktiviteter utan kopplar ocksa samman det labo-
rativa arbetet med idéer om elevers gemensamma larande i grupparbeten. Dienes
foddes i Ungern men har levt storre delen av sitt liv i England.

RESULTAT FRAN STUDIER

I kunskapsoversikten Laborativ matematikundervisning - vad vet vi? redovi-
sas de viktigaste resultaten fran ett flertal rapporter och studier om laborativ
matematikundervisning:

+ Manga rapporter, om dn inte alla, visar att elever som anvinder laborativa
material presterar battre, enligt de kriterier som hade satts upp i respek-
tive undersokning, dn de elever som inte gor det.

+ Lararens erfarenhet och kunnande om material ar avgérande for hur de
anvands och vilka elevresultat arbetet ger.

+ Elever ser inte alltid relationen mellan ett material och det begrepp det ska
representera. Det finns manga exempel dar elever kimpar ihardigt med
att se "nagot” i materialet, men tyvarr helt fel saker. [ varsta fall kan det till
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och med leda till att elever far missuppfattningar om ett sarskilt matema-
tikinnehall.

+ Skaarbete med laborativa material ge resultat behéver de anvandas lange
och regelbundet. Att ta in dem i undervisningen vid enstaka tillfillen tillfor
iregel inte mycket. Kanske skapar det snarare forvirring hos eleven. En
undervisning som genomsyras av det laborativa arbetssattet tillater alltid
att material finns till hands, &ven om det under perioder inte alls behéver
anvandas.

* Jualdre eleverna blir, desto mer ansvar bor de sjilva fa ta om och nar de vill
anvanda material.

* Larare som oreflekterat tar in laborativa material for att fordndra sin
undervisning nar sallan sarskilt langt. Laborativa material kan inte pa
egen hand forvantas forbattra undervisningen.

Kunskapsdéversikten sammanfattas i tva punkter dar de allra mest centrala slutsat-
serna ar:

* Delaborativa materialen i sig ger inte eleverna matematiska insikter. Mate-
matik ar ett virde som lararen maste tillfora och/eller lyfta fram.

* Lararens roll ar avgorande for vilken effekt den laborativa matematikun-
dervisningen far for elevernas larande.

Med andra ord racker det inte att bara se till att det finns gott om laborativa mate-
matikmaterialiettklassrum ellerienlarosal,inte ens omlararen sertill atteleverna
verkligen anvinder det, i meningen att de "gér” nagot med det. Istillet maste saval
material som aktiviteter sittas i ett sammanhang som ar relevant for eleverna och
dar de sjalva kan se vilka framsteg de gor sd att de med gott sjalvfortroende helt kan
slappa ett material och forlita sig pa att de &nda forstar matematikinnehallet.
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