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Trosklar i matematiklarandet

Ingemar Holgersson, Hégskolan Kristianstad

Larare far efter hand erfarenhet av vad eller vilka omréiden i matematik som en del elever
har svart att f6rsta och erdvra stabila kunskaper om. Ofta dr det samma omrdden som
aterkommer i samma 4rskurser. Sidana omriden dir det tar emot, men som eleven behover
kliva 6ver fOr att utveckla grundldggande f6rmagor 1 matematik, kan vi kalla trosklar. Ett
exempel pd en sidan tréskel dr att det finns elever 1 savil grundskolan som i
gymnasieskolan som aldrig har utvecklat fértrogenhet med att dela upp de grundliggande
talen 1 till 10 i olika mindre delar, utan har fastnat 1 att alltid anvinda ett—till-ett-rikning,
oftast med hjilp av fingrarna, nir de ska addera eller subtrahera hela tal med varandra.
Andra exempel dr att forstd brakbegreppet och hur det anvinds i olika sammanhang, att
forsta proportioner som vid procentrikning eller anvindning av skala, och att férsta
anvindningen av bokstiver i generella uttryck dé de skapar eller anvinder en formel f6r att
berdkna nagot. I studier dir forskare forsokt kartligga hur elever utvecklar forstielse f6r
olika omrdden inom matematik finns det ofta goda beskrivningar av den hir typen av

trosklar.

Tva sétt att anvénda tal

Terezinha Nunes och Peter Bryant (2015) skiljer pa tva sitt att anvinda tal. Grunden f6r
denna skillnad 4r att kvantiteter och tal inte 4r samma sak. Vi anvinder tal som mitt pd
kvantiteter, till exempel fem dpplen, men vi kan ocksa tinka pa kvantiteter i termer av mer
eller mindre och avgora i vilken mingd det finns mest, utan att egentligen veta hur manga
eller hur mycket det egentligen finns i respektive mingd. Samband mellan tal och
kvantiteter d4r av manga olika slag som det tar flera ar f6r elever att fa erfarenhet av och att

lira sig.

Det forsta sittet att anvinda tal pa, som Nunes och Bryant urskiljer, dr just att vi anvinder
dem for att ange hur ménga det finns i en méngd eller hur mycket det finns av nagon
storhet. D4 anvinder vi tal for att representera en kvantitet, det vill sdga pé ett representativt
sitt. Men vi kan ocksé anvinda tal fristiende frin ndgon koppling till en kvantitet, till
exempel nir vi resonerar om tals egenskaper, som att 8 kan delas upp 15 + 3 elleri 4 + 4.

Detta andra sitt att anvinda tal pa kallar Nunes och Bryant {61 analytiskt.

Poingen ir att det visat sig att elever inte alltid anvinder sin analytiska kunskap om tal nir
de ska l6sa problem som handlar om antal eller storheter. Ett exempel dr att dven om de vet
att 4 + 2 och 2 + 4 ir lika mycket, sa ar det inte sakert att de i en praktisk situation kan
tillimpa detta nir de ska jimfora hindelser som kan beskrivas med 4 kr + 2 kr och

2 kr + 4 kr. Att skilja pd dessa bada sitt att anvinda tal kan hjilpa oss att f6rsta varfor det
ibland dr svart for elever att tillimpa det de lirt sig i skolan i uppgifter som handlar om
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konkreta situationer. Det dr heller ingen sjdlvklarhet att elevers kunskaper om kvantiteter
automatiskt fors Gver till diskussioner om tal som inte har nagon koppling till konkreta

erfarenheter.

Sharon Griffin (2007) argumenterar for att matematisk kompetens har sin grund i tre
vitldar, den verkliga, konkreta virlden, den verbalt sprikliga virlden och den symboliska
virlden. For att utveckla en god taluppfattning, number sense, behover elever forst fa rika
tillfillen att uppticka och skapa begreppsmissiga samband mellan de erfarenheter de gor i
den konkreta virlden, och att verbalt fa sitta ord pa dessa erfarenheter och hur de forstar
dem. Forst nir en sadan spriklig ”bro” mellan erfarenheter och verbalt sprak har etablerats,
finns det en grund fOr att pa ett meningsfullt sitt anvinda och f6rsta skriftliga symboler, f6r
att uttrycka olika samband och relationer mellan tal. Detta sker hela tiden inom olika
avgrinsade omriden, men vid olika tidpunkter, och varierar fér olika individer. Elever i
svarigheter eller elever med begrinsade matematiska vardagserfarenheter och begrinsade
erfarenheter av att rikna, behover extra mycket stod med att skapa samband mellan i f6rsta
hand erfarenheter av kvantiteter och verbala uttryck (ett representativt sitt att anvinda tal
p4d), och 1 andra hand hur detta kopplar till den symboliska virlden (ett analytiskt sitt att
anvinda tal pd). Elever beh6ver mota siffror, tal och annat matematikinnehdll pa olika sitt
men 4nda strukturerat. Sdrskilt for elever som hamnar i svarigheter i sitt matematiklirande

kan en tydlig struktur vara avgérande for deras lirande.

Att bli vdan med talen
For att utveckla en i vid mening god taluppfattning behéver alla elever ges méjlighet att bli

vil fértrogna med hur tal hinger thop med varandra och lira sig att anvinda denna
fortrogenhet for att utféra enkla berdkningar i de fyra rdknesitten. Detta forutsitter att de
kan enkla samband sasom de som bygger upp talen 1-10.

Idag finns det i beddmningsmaterial ett starkt fokus pa talen som en ordnad sekvens. Detta
sker till exempel genom frigor om rikneramsan och talraden, men dven i uppgifter dir
tallinjen dr 1 fokus. Till detta kommer sa kallade 6ppna utsagor, uppgifter med lucka, dir
bedémningsmaterial fokuserar pd om eleverna forstdr vad likhetstecknet star f6r. Diremot
ar det forhallandevis fa uppgifter som underséker (de yngsta) elevernas kunskaper om att
dela upp och sitta samman tal. Fér att verkligen bli vin med talen behdver barn dven
utveckla en god forstdelse av hur olika tal samverkar i uppbyggnaden av andra tal, att
exempelvis 6 kan byggas upp av 3 och 3, 4 och 2 eller 5 och 1.

Att lira sig se tal som pusselbitar som kan kombineras for att bygga storre tal, utan att det
samtidigt blir fokus pa rikning av "hur méinga steg man tar”, ir en nédvindig grund fOr att
utveckla mer avancerade berikningsmetoder. Elever kan exempelvis resonera att 6 + 7 ar
lika med 12 + 1 eftersom 6 + 6 = 12, eller att 6 + 7 4r lika med 7 + 3 = 10 och si 3 till
eftersom 6 = 3 + 3. For de flesta elever kommer detta mer eller mindre av sig sjilvt, men
en del elever behéver extra stimulans for att fa fértroende till sin f6rméga att anvinda tal pd
detta sitt.
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Troligen ir det, enligt Nunes och Bryant (2015), erfarenheter av att ligga till och ta bort
som dr grunden for att forsta del-helhets-relationer, till exempel att en del alltid 4r mindre
in helheten. Nir elever kan koppla ihop denna férstielse av del-helhet med sina
erfarenheter av att rikna, kommer de att f6rsta mycket om relationerna mellan olika tal.
Erfarenheter av att ldgga till och ta bort ger dven elever tillfille att f6rstd den inversa
relationen mellan addition och subtraktion. Elever {6rstir denna relation forst for
kvantiteter och senare for tal. Majoriteten av 5-aringar forstar att om de forst ligger till tre
klossar till en midngd och sedan tar bort dessa tre, sd finns det lika manga klossar som frin
bétjan. Om de ddremot tar bort tre andra klossar frin mangden vet méinga av dessa 5-

aringar inte hur manga klossar som finns kvar.

Aritmetiska kombinationer och subitisering

Kunskaper om att pa olika sitt kunna dela upp tal i mindre delar, sa kallade aritmetiska
kombinationer, beh6vs ocksa nir eleverna ska tolka flersiffriga tal och kombinera olika
talsorter vid berikningar med flersiffriga tal. Ett annat omridde som forutsitter och
samtidigt Gvar elever i att uppfatta uppdelningar av antal r vid sa kallad konceptuell
subitisering. Fran borjan lir sig de flesta barn del-helhets-relationer fran intuitiva,
perceptuella situationer och kan uttrycka denna forstaelse genom att visa att tva prickar och
tva prickar kan kombineras till fyra prickar. Vid 4-5 érs dlder lir de sig ocksd att en helhet
kan delas upp i mindre delar och att delarna dirfor dr mindre dn helheten. Av erfarenhet lar
sig ockséd yngre barn att det inte spelar ndgon roll i vilken ordning de sitter ihop olika delar
till en helhet. Detta blir en sorts intuitiv grund for att kunna férstd kommutativitet och
associativitet. Sddan informell kunskap gor det méjligt att utveckla en explicit kunskap om
del-helhets-relationer inom talomradet 1 till 5 redan i 4-5 ars alder.

For att utveckla sin taluppfattning dr det sedan viktigt att barn lir sig hur talen 1 till 10 kan
delas upp i mindre delar. Men att beskriva detta som att “minnas talfakta” ger en skev bild
av det lirande som dr nédvindigt for att utveckla den flexibelt anvindbara kunskap som
beh6vs. Det handlar inte bara om att himta fakta fran lingtidsminnet, utan om att pé ett
smidigt sdtt anpassa hur man delar upp ett tal beroende pa hur situationen ser ut.

Nir elever verkligen vet att 8 — 3 = 5, sd vet de ocksd att 3 + 5 =8 och att 8§ — 5 = 3,
eftersom dessa hinger ihop. Men {6r att erévra denna kunskap behéver elever mycket
Ovning, 6ver lang tid, just f6r att pd ett meningsfullt sitt skapa relationer mellan olika sétt
och metoder att hantera uppgifter pa. Detta édr skilet till varfér det inte fungerar att bara
lira sig en ”’korrekt” metod och sedan halla sig till den.

Nigra metoder som visat sig hjilpa elever att bli sikra pa att dela upp tal pd olika sitt ér att
trina konceptuell subitisering, dir olika visuella framstillningar av tal ger erfarenhet av olika
monster och olika sitt att se talet pad. En metod ér att anvinda kort som visas snabbt och

eleverna fir beritta vad de sdg. I Figur 1 visas ndgra sidana exempel for antalet 5:
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Figur 1. Exempel pa prickbilder.

Anvind prickbilder f6r intensiv 6vning med en eller tvé elever. Eller anvind dvningen i en
storre grupp, dir eleverna fir svara med att visa med sina fingrar hur manga prickar de sig.
Diirefter far de beritta hur de vet hur manga prickar de sdg. Det dr bra att snabbt kunna se
de talbilder som vi férknippar med prickarna pd en tirning, men det 4r ocksa viktigt att Gva
andra talbilder och berdtta om hur man spontant strukturerar prickarna sa att man snabbt
kan ”se” hur manga de 4r. Det dr limpligt att dven arbeta med plockmaterial med annat
utseende si elever inte fastnar i att subitisering bara giller prickar.

Ett annat exempel ér att anvinda sa kallade fem- och tio-ramar dir talen 7 och 8 illustreras
(Figur 2). Ligg mirke till att detta sitt fokuserar en semi-decimal struktur, det vill siga dir
talen fran 6 till 10 ges en 5 + #-struktur pa samma sitt som man kan géra med hjilp av
fingrarna pd hinderna. Dessa ramar kan anvindas bdde for att snabbt visa ett antal och som

hjilpmedel f6r att resonera om antal.

Figur 2. Exempel pa fem- och tio-ramar.

For att g vidare med additioner, dir resultatet blir stérre dn 10, kan man inspireras av
japanernas sitt att lira ut Dela-Upp-och-G6r-Tio (DUGT). Enligt en beskrivning av
Douglas Clements och Julie Sarama (2014) anvinder japanerna sig av fyra steg.
Utgdngspunkten dr uppgifter av typen 9 + 7. Forst far eleverna hitta egna sitt att gora dessa
berdkningar pé, dir liraren kan ge ledtraden: ”Vad beh6vs f6r att gbra tio?” I ndsta steg
introducerar liraren DUGT-metoden, f6rst med uppgifter av typen 9 + 7 och sedan av
typen 8 + 7.
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9+4 9+4 4 =
/ /\ /\ /A\ 13

1 1 3 3 3

10 IOJ

Figur 3. Illustration av Dela-Upp-Go6r-Tio (DUGT).

I Figur 3 skriver ldraren f6rst upp uppgiften, 9 + 4.

— Om vi nu utgar fran 9, vad behovs da for att gora 9 till 102
—Jo, 1. Da delar vi upp 4 i 1 + 2, som ju blir 1 + 3.
Denna uppdelning synligedrs i steg tvd ovan.

— Darefter ringar vi i steg tre in' 9 och 1 och skriver 10 under.
— Nu avslutar vi i steg fyra med att kombinera 10 + 3 1il] 13.

Denna metod ger elever tillgang till en skriftlig aktivitet, som kan bli en hjilp f6r dem att
utveckla det egna fortroendet £6r att anvinda uppdelning av tal, istillet f6r att rikna sig
fram en i taget. Det som behdvs ir givetvis att Gva upp ett flyt med metoden och att lira sig
anvinda den i olika sammanhang.

Nir en lirare mirker att en elev kommit till en troskel, dr det, enligt Clements och Sarama,
(2014) viktigt att inse att det finns behov av sirskilda och intensiva insatser. Malet for
insatserna dr att uppnd rimligt flyt grundad pd en god forstdelse. Det dr viktigt att notera att
forstdelse bor foregd trining och att den bor vara varierad, dir det inte primirt dr fokus pa
memorering. Resultaten blir ocksa bittre genom att eleven fir korta pass ofta dn lingte pass
med linga mellanrum. Det dr dven viktigt att se till att 6vningen matchar elevens behov,
vilket férutsitter att ldraren har tagit reda pa vad det dr eleven inte fSrstir eller behdver 6va
pa. Att 6va snabbhet och att 6vningarna kontinuetligt utvecklar hur eleven uppfattar
relationer och strategiskt tinkande ar viktigt. Att utveckla flyt innefattar dven att utveckla
flyt med olika sitt att resonera och ett grundldggande sitt att resonera, som ér enkelt f6r
elever att anvinda i manga situationer, it de tvd sma orden o ... sd ... Minga elever som
hamnar i svérigheter i sitt matematikldrande kan ha glidje av att ha dessa p4 en liten lapp pa
sin bank. Nir det blir en vana att anvinda orden som ett tankeverktyg kan de komma till

hjilp vid sévil rent numeriska berikningar som vid mer komplex problemldsning.
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