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Matematik — Sarskola
Modul: Didaktiska perspektiv pad matematikundervisningen 2
Del 5: Problemlésning

Problemldsning i matematik

Ase Hansson, Goteborgs universitet

Det dr viktigt att elever i undervisningen far chans att utveckla sin férstielse av matematiska
begrepp, att de fir tilltro till sin f6rmaga att handskas med olika problem, att de ges
moéjlighet att utveckla sin problemlésningsférmaga och att de stimuleras till nyfikenhet att
s6ka ny kunskap. I grundsirskolans kursplan f6r matematik upptas problemldsning bade
som ett centralt innehdll och som en matematisk f6rmaga. For att eleverna ska fa
férutsittningar att utveckla sin formaga att 16sa matematiska problem, behéver
undervisningen belysa matematikens anvindning i vardagen och ge eleverna mojlighet att
Oka tilltron till sin egen férmdga att anvinda matematik i olika sammanhang. Eleverna ska
dirfor ges forutsittningar att utveckla kunskaper kring “strategier f6r matematisk
problemlésning i vardagliga situationer”. I gymnasiesdrskolans imnesplan kan man lisa att
undervisningen ska behandla hur matematiska modeller kan anvindas som verktyg nir man
16ser problem i vardags- och yrkeslivet. Undervisningen ska ocksd ta upp hur man
identifierar ett matematiskt problem och olika metoder och verktyg foér att 16sa det.
Eleverna férvintas kunna vilja strategier och metoder, sjilva eller i samverkan med ldraren.

Inom det matematikdidaktiska féltet lyfts skilda avsikter och fértjanster med
problemldsning i matematikundervisningen fram. Det kan vara ett medel f6r att ldra nya
matematiska begrepp och firdigheter menar matematikdidaktikerna Thomas Schroeder och
Frank Lester. Géran Emanuelsson och hans kollegor skriver att problemlésning ocksd kan
var ett medel fOr att utveckla och tillimpa andra matematiska kompetenser och att det kan
anvindas for att relatera den abstrakta matematiken till elevens vardagserfarenheter.
Genom problemldsning kan elever engagera sig i mer kognitivt krivande uppgifter dn vad
de annars skulle ha gjort menar Magdalene Lampert.

Vad ar ett problem?

Om en elev soker 16sningen till en uppgift och till en bérjan inte har en given metod att
anvinda, och om uppgiften dessutom forutsitter eller stimulerar ett engagemang fran
elevens sida, d4 kan man kalla det f6r probleml6sning, skriver Jan Wyndhamn och hans
forskarkollegor. Med detta synsitt dr inte det avgdrande om en uppgift innehiller text eller
¢j. En uppgift med text kan mycket vil vara en “rutinuppgift” dir metoderna ir kinda av
eleven och likasa kan en “naken” uppgift, dir endast matematiska symboler anvinds, utgéra
ett stort problem om inte eleven dr bekant med det aktuella matematikomradet. Om eleven
exempelvis inte tidigare har arbetat med innehallsdivision kan det vara ett problem att 16sa
uppgiften Hur mdinga kan dela pa tre pigzor om var och en ska fi en baly pizza? och f6r andra
elever kan det vara en enkel rutinuppgift. For elever som inte forstitt likhetstecknets
betydelse kan det vara ett problem att 16sa uppgiften x— 2 = 10 + 3, medan andra elever
hanterar det som en vanlig rutinuppgift. Fér vissa gymnasieelever kan det exempelvis vara
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ett problem att identifiera likheter mellan ndgra olika tvadimensionella geometriska figurer,
medan det f6r andra elever inte alls ir ett problem.

Gemensamt f6r problem ir att eleverna uppmanas att ta reda pd nigot utifran givna
omstindigheter. Ibland finns alla omstidndigheter presenterade for eleverna, ibland ska de
sjdlva skapa vissa av dem. Det kan exempelvis handla om att tillfoga uppgifter som dr
utelimnade i texten, vilket man brukar kalla f6r — mer eller mindre — 6ppna problem. Om
det finns flera tinkbara 16sningar till ett problem betraktas det ocksa som Gppet. Nir vi
fortsittningsvis talar om problem utgdr vi ifran definitionen ovan dir det framhalls att
uppgiften ocksa ska stimulera ett engagemang fran elevens sida for att kallas problem. Nir
liraren utformar lirmiljon 4r det viktigt att tinka pd vilken definition av problemlsning
som ligger till grund f6r formulering av uppgifter, gruppsammansittningar, presentation av
l6sningar, aterkoppling fran och till eleverna etcetera.

Hur kan vi arbeta med problemlésning?

Lirarens roll vid probleml6sning dr att organisera, forbereda, stimulera och undervisa, men
ocksa att handleda eleverna i deras arbete med att 16sa problemet. En sidan
problemlésande kultur priglas av att aktiviteterna huvudsakligen liknar naturliga situationer
dir elever kinner igen sig och vill 16sa problemet. Detta stimulerar motivationen och

torstdelsen f6r hur kunskapen senare kan anvinds utanfor skolan.

Eleverna ska kunna relatera till tidigare kunskaper och erfarenheter nir de tolkar problemet.
De ska ocksd kunna samtala och diskutera med sina kamrater f6r att beskriva och férklara
olika situationer. Problemet bor vara utformat sé att det stimulerar anvindning av bade
vardagligt sprak och ett mer utvecklat matematiksprak. Tidigare kunskaper och
begreppsuppfattningar ska utmanas pé ett stimulerande och engagerande sitt. Den franske
professorn Guy Brousseau beskriver detta som att forutsittningarna for lirandet
huvudsakligen ska likna naturliga situationer dir eleverna ger sig hin at probleml6sning,
inte 1 forsta hand for att lira sig matematik utan for att de faktiskt ér intresserad av
16sningen till problemet. I dessa problemldsningssituationer, dir eleverna dr motiverade och
med intresse och engagemang soker efter I6sningar, finns forutsittningar att skapa “egen”
och djup forstaelse f6r matematiken. Om i stillet en ldrare ”f6rmedlar” samma
matematikinnehdll riskerar kunskaperna att bli ytliga och svirare f6r eleven att anvinda i

andra situationetr.

Loésningen pa problemet formuleras 1 interaktion mellan ldrare och elev. Brousseau trycker
pa hur viktigt det dr att inte betrakta elevens eventuella “felaktiga forestillningar” som
misslyckanden. Diremot dr det viktigt att liraren uppticker dem, annars kan de komma att
fungera som hinder for fortsatt kunskapsutveckling. Nir liraren formulerar nya problem
miste dessa ge upphov till nya utmaningar sa att eleverna sjilva uppticker att de felaktiga
forestillningarna inte lingre haller. Liraren har alltsd ett ansvar for att anpassa problemen
till elevens forutsittningar.
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Problemldsning kan ha olika syften och funktioner och det dr viktigt att ldraren dr klar Gver
vad som ligger till grund f6r de aktiviteter som genomférs med eleverna. Om syftet dr att
undervisa oz problemldsning fokuseras sjilva 16sningsprocessen. I den klassiska boken
Problemlisning — en handbok i rationellt tinkande av matematikern George Polya presenteras
olika ”tumregler” f6r hur man bér ga tillviga 1 en problemldsningsprocess. Eftersom
matematik bade har en logisk och en understkande sida handlar det inte bara om att ligga
upp en strikt plan for hur problemet ska 16sas, det dr ocksa viktigt att gissa och spekulera.
Forst sitter sig eleven in 1 problemets villkor och frigestillning, gissar och underséker,
sedan gor eleven upp en plan och genomfér den £6r att slutligen utvirdera sin 19sning.

Pélyas numera klassiska problemlésningsmodellen bestir av fyra steg:

o Firstielse. Vad innebir uppgiften? Ar alla ord och begrepp férstieliga? Hur kan
fragan omformuleras med egna ord? Vad efterfragas? Vilka forutsittningar giller?
Finns illustrationer och varfor finns de i sd fall med? Finns 6verflédig information?

Saknas nagra uppgifter?

*  Plan. Liknar uppgiften nagot tidigare problem? Vilka delfrigor kan stillas? Vilken
fraga bor stillas forst? I vilken ordning bor 6vriga frigor stillas? Vilka
16sningsstrategier dr tinkbara? Finns det fler mojligheter? Vilj limplig strategi, t ex
att gissa och prova, s6ka efter monster, dramatisera, rita en figur, férenkla
problemet, skriva en ekvation, géra en modell, gbra en tabell, arbeta baklinges,
prova alla méjligheter.

*  Utforande. Folj planen! Kontrollera varje steg.

o Aterkoppling. Kan resultatet kontrolleras? Ar resultatet rimligt? Finns andra sitt att
fa fram I6sningen? Finns det fler 16sningar? Vilkar Giller alltid resultatet? Vad
hinder om villkor dndras? Vilka rimliga generaliseringar kan gbras? Analysera
l6sningsstrategin. Férdelar? Nackdelar? Vad édr kirnan i problemet?

Pélyas modell har efter hand vidareutvecklats. Nir det géller planering och vilken strategi
som ska viljas for att 16sa det aktuella problemet kan listan kompletteras med yttetligare
alternativ, som att gora listor och diagram, att arbeta med laborativa material — och att sova
pé saken. Ibland kan det helt enkelt vara bra att ligga problemet 4t sidan, dgna sig 4t andra
verksamheter ett tag och fortsitta vid ett senare tillfille. Inte séllan kan en idé om 16sning

dyka upp nir man minst anar det.

Om, fér och genom problemlésning

Nir man undervisar o problemlésning far eleven tillging till en tydlig arbetsgang, och
ramar att sjilv tinka och gora sjilvvirderingar inom. Diremot uppstar det inte lika stora
moéjligheter £6r eleven att sjilv skapa och vara kreativ eftersom eleven ér styrd av en
struktur och faststillda strategier.

Syftet kan istéllet vara att undervisa for probleml6sning och dd fokuseras begrepp och
firdigheter, inte processer. Undervisningen kommer da att priglas av lirarens forklaringar
av olika begrepp samt av firdighetstrining. Eleverna ska bli rustade f6r att senare kunna

anvinda probleml6sning i olika sammanhang. En sddan lirmiljé begrinsar elevernas
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méjligheter att utveckla problemlésningsférmdgan och att sjdlva vara kreativa och fi tilltro
till sin f6rmdga.

Till sist kan syfte och funktion vara att undervisa genom problemldsning. D4 utvecklas ny
begreppsforstielse och nya firdigheter parallellt med att eleven utvecklar sin
problemldsningsférméga. Detta férbereder eleven for att vara sjilvstindig, for att sjilv
skapa nytt kunnande och f tilltro till sin f6rmaga. Liraren kan uppleva det som krivande
att forbereda den hir typen av aktiviteter eftersom det behdvs vil anpassade
problemuppgifter och liraren sjilv behéver ha goda kunskaper inom matematikdidaktik.
Genom ett vil utvecklat samarbete mellan lirare kan planeringsarbetet underlittas.

Att dramatisera problem

Ett problem som eleverna kan dramatisera passar ofta som en introduktion till ett
arbetsomrade eller ett specifikt matematikinnehdll. Det kan vara ett naturligt sitt att
problematisera och gora eleverna nyfikna pd vad som ska komma i undervisningen.
Dramatiseringen kan 6ppna £6r nya fragestillningar. 1Vad hander om vi gor si eller sa istillet?
Varfor blev det sa hér?

*  Vid val och eventuell justering av ett problem tas hinsyn till elevgruppens
foérutsittningar. Finns det tillrdckligt méinga elever? Behdver ndgon elev
sarskilt (fysiskt) stod? De elever som inte deltar aktivt i dramatiseringen kan
agera publik. Manga ganger kan det vara de som ser 16sningen eftersom
deltagarna kan bli lite f6r upptagna med sin pagaende roll.

*  Fundera pd hur dramatiseringen sedan kan representeras i mindre format”.
Gar det att i ndsta steg byta personerna mot nidgot material?

. Hur ska eleverna dokumentera? Gemensamt eller enskilt? Bide och?

*  Vilket blir ndsta steg? Hur langt i abstraktion gir det att dra problemet? Vad ir
moéjligt £6r den enskilde eleven att erfara, uppfatta eller forsta?

Gemensam problemlésning

Ett problem presenteras pa fyra kort, vilket gor att det passar bra med fyra elever i varje
grupp. Det dr moijligt att vara tva eller tre ocksd. Ta fram det material som beh6vs enligt
korten. Det ar vanligt med plockmaterial som stickor, kuber och sifferkort.

*  Pavarje kort star en eller flera ledtrddar till det gemensamma problemet som
ska l6sas. Varje elev far minst ett kort.

*  Nu kommer det viktigaste! Eleven fir inte visa vad det star pd sitt/sina kort for
kamraterna. Om de gor det ér det vanligt att en elev tar 6ver och ensam 16ser
problemet. Diremot ér det tillatet att ldsa upp eller beritta om ledtraden, och
kamraterna far girna fraga varandra vad det stir pa de andras kort hur manga

ganger som helst.

*  Gor foljande till en vana: Nir eleverna tycker att de har 16st problemet ldser de
igenom ett kort i taget och ser efter att allt verkligen stimmer.
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*  For att ytterligare 6ka kommunikationen mellan elever kan de arbeta i par. Det

kan exempelvis vara bra att sitta olika goda ldsare tillsammans.

*  Detta slag av gemensam problemlsning gar att finna i en del
lirarhandledningar och sirskilda bécker. Ett stort antal ldrare kinner igen och
uppskattar tva hiften med titeln Gemensam problemlisning av Tim Erickson.
Hiftena ir slut pa forlaget, sa var ridda om dem ni eventuellt har.

Att arbeta med 6ppna problem

Ovwan har vi definierat problem som en uppgift dir eleven till en bérjan inte har en given
metod att anvinda, och att uppgiften forutsitter eller stimulerar ett engagemang frin
elevens sida. Om eleven sjilv behéver tillfoga utelimnade uppgifter kallas problemet f6r
dgppet, likasa om det finns flera tinkbara l6sningar. Genom att utelimna uppgifter stimuleras
eleverna till bade reflektion och kommunikation. Oppna problem léses dirfor helst i grupp
och inte enskilt. Det kan kridvas bade kreativitet och engagemang for att tillfoga de
nédvindiga uppgifterna, och elevernas olika erfarenheter och intressen kan bli viktiga inslag
i detta arbete. Genom att lata problemen ha flera tinkbara 16sningar kan man komma ifrin
elevernas fokusering pa det ’ritta svaret” och i stillet kan 16sningsprocessen komma i
forsta rummet. Férmagan att resonera blir ocksa mycket central i arbete med Sppna
problem. Eftersom det inte finns nagot “ritt svar’” beh&ver eleverna bade férklara och
motivera sina 16sningar for att fa bekréiftat om de lyckats 16sa problemet eller inte. Genom
att arbeta med 6ppna problem Okar dirfor férutsittningarna f6r kommunikation och
interaktion och motiverande uppgifter. Utdver problemlsningsférmagan dkar ocksa
forutsittningarna att utveckla Gvriga férmigor, framfor allt resonemangstérmagan.
Exempel pa ett 6ppet problem ér: Racker din manadspeng for att betala ett drskort pa gymmet?

Eftersom forildrarna manga ganger ér en viktig resurs for elevernas kunskapsutveckling ar
det bra om de blir fértrogna med innebérden i Sppna problem. Sjilva kanske de endast har
erfarenhet av traditionella matematikuppgifter med “ritt och fel”. Lat ddrfor girna fordldrar
fa bekanta sig med denna typ av uppgifter, varfor inte pa ett fordldramote? Nagot annat att
vara vaksam infOr dr att eleverna maste f erfara att alla uppgifter och problem de stills
infor inte dr 6ppna, alla resultat kan inte legitimeras med att det beror pa ...”. Forskaren
Per-Olof Bentley menar i sin analys av svenska elevers taluppfattning och aritmetiska
kunnande i TIMSS 2007 att elever kan ha manga olika berdkningsstrategier men inte
tillrickliga erfarenheter eller kunnande om #ar och hur de ska tillimpas. Risken ir att elever
kommer fram till olika resultat och ser det som naturligt, eftersom det beror pa vilken
strategi som anvands. For att diskutera rimligheten i ett resultat, sirskilt om det inte finns
ett ”facit” ddr det kan kontrolleras, dr det speciellt f6r gymnasiesirskoleelever och vuxna i
komvux som sirskild utbildning f6r vuxna pd gymnasial niva limpligt att arbeta med 6ppna
problemen som ir relaterade till yrkeslivet, eller praktik de 4r bekanta med.

Hur I6ser elever problem?

I kommentarmaterialet till grundsdrskolans liroplan framhalls att det dr av stor vikt att
eleverna fir mojligheter att utveckla f6rmagan att 16sa sidana problem som de kan stéta pa
i sin vardag. De ska ocksa fa chans att utveckla ett kritiskt forhallningssitt till egna och
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andras 16sningar. Utéver detta ska eleverna ocksa lira sig att séka information pa olika sitt
och utveckla sin sprakférmaga. ’Skolan ska uppmuntra eleverna att arbeta pa ett
undersékande och problemlésande sitt.” Detta kan exempelvis innebira, skriver man, att
utforska fragestillningar utan givna I6sningar. Sammantaget ir dessa kommentarer helt i

linje med vad som diskuteras ovan.

Om man undervisar genom problemlésning kan det givetvis dven finnas inslag av bade o
och fir problemlésning. Den uppgift som introduceras f6r eleven kan kriva utforskning,
tankeverksamhet, kreativitet och resonemang samt en diskussion om olika matematiska
begrepp. Ingenting hindrar att liraren samtidigt forklarar olika begrepp och metoder f6r
eleven och belyser viktiga strategier. Detta dr betydelsefulla verktyg som eleven behéver
anvinda i sin kreativa process. For att skapa och diskutera sina idéer krivs det att eleverna
har gott om tid och dérfor dr tid en viktig faktor f6r att problemlésningen ska bli lyckad.

Pélya betonar att det inte ricker att ldra sig tumreglerna f6r hur en 16sningsprocess ska
genomforas, de maste ocksd praktiseras och han menar att det giller £6r bide elever och
lirare. Elevens kreativitet fir inte kvivas av regler och rutiner f6r dd har beredskapen att
16sa problem i vardagssituationer beskurits. Darfor dr det viktigt att undervisningen inte
bara priglas av oz och for, utan dven av genom problemlésning.

Vilka kunskaper och formagor utvecklas?

Om eleven fir lira matematik genom problemlésning, och dessutom samtala om problemen
och 16sningarna med bade lirare och kamrater, kommer de att ha goda forutsittningar att
utveckla bdde kunskaper och olika férmédgor i matematik.

Att lira matematik genom problemlésning innebir att fokus riktas mot processer 1 stillet f6r
resultat. Det handlar inte om att vara snabbast och smartast, det handlar om att fa tilltro till
sin férmaga att 16sa problem genom att analysera, férstd och vara kreativ. Det handlar om
att argumentera, diskutera och tolka bade sina egna och kamraters strategier, metoder och
torslag till 16sningar. Eleverna far dirigenom en beredskap att kunna anvinda matematik i

olika vardagssituationer.

I matematikundervisningens styrdokument betonas férutom problemlésning dven andra
férmagor som eleverna ska ha majlighet att utveckla. Om liraren undervisar genom
problemlésning far eleverna tillfille att utveckla de flesta av dessa férmagor. Att anvinda
matematiska metoder ir ett sjilvklart inslag 1 probleml6sning liksom att reflektera ver
rimlighet. Férmégan att anvinda dmnesspecifika ord, begrepp och symboler kan bli central i
problemlésning om undervisningen priglas av kommunikation, vil avvigda uppgifter och
av aktiv stéttning fran lirarens sida. Aven lirare behéver utveckla sin
problemlésningsférmaga, helst i dialog med kollegor. Det dr ocksa viktigt att bli medveten
om hur strategier och matematiskt innehéll kan relateras till olika elevers erfarenheter och
potentialer. Genom det kollegiala lirandet kan denna kompetens utvecklas och goéra lirare

bittre rustade att méota olika elevers olika behov av stottning.
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