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Matematik — Férskoleklass och grundskola ak 1-3
Modul: Taluppfattning och tals anvandning
Del 5: Representationer av tal

Representationer, uttrycksformer och begrepp
Ola Helenius, Elisabeth Rystedt och Lena Trygg, NCM

Den hir texten inleds med ett besok i en forskoleklass dar lararen medvetet anvander flera

uttrycksformer och olika representationer av antal nir eleverna sorterar djur.

Eleverna i forskoleklassen sitter i en ring pa golvet. I mitten ligger en stor hég med
plastdjur. Liraren fragar hur djuren kan sorteras. Manga ivriga hinder vinkar och
alla fir mojlighet att ge ett forslag: djur som finns i skogen eller djur som man kan
ha hemma, djur som finns eller inte finns 1 Sverige, djur som dr gulliga eller oticka

och si vidare.

I par far eleverna prata och bestimma hur de vill sortera sina tilldelade djur. De
ligger djuren i tvd hogar och ritar av dem. Kim som nyligen har brutit armen och
har svirt for att halla i en penna far istéllet ta kort pd sina djur. Alla férséker rikna
antalet djur 1 varje h6g, men nagra elever har svart att rdkna i ritt takt och kan da
som stod ldgga en plastsiffra vid varje djur. Négra elever kan skriva med bokstiver
vad det dr f6r djur och skriva antalet i varje hdg med siffror. I slutet av lektionen
tittar alla tillsammans pa hur paren har sorterat sina djur. Eleverna jaimfér vilka som
har gjort lika och om négot par hittat pa ett alldeles eget sitt att sortera sina djur pa.
Slutligen skrivs antalet djur i varje hdg pa tavlan. Liraren tar fram en minirdknare,
summerat och “tinker hogt” da varje antal slds in. Allra sist tittar alla pa resultatet i
minirdknaren. Hur kan ett sa stort tal som 143 tolkas?

I f6rskoleklassens djursortering férekommer flera olika uttrycksformer och representationer
och en del av god begreppsforstielse ér att kunna anvinda dem pa ett flexibelt sdtt. Men
dven under uppbyggnaden av begreppsforstielse spelar anvindningen av dem en stor roll.
Att representera och uttrycka ett begrepp pa olika sitt dr ddrmed bdde ett medel och ett mal
tor begreppstérmagan.

Diskussioner f6rs bland matematikdidaktiker om huruvida bendmningarna uttrycksformer
och representationer dr synonyma eller om de stir £6r olika féreteelser. En anvindbar
tolkning idr att representationen stir for nigot, till exempel ett matematiskt begrepp, medan
uttrycksformen anger formen, det vill siga hur matematiken kommuniceras. Ett konkret
exempel pd detta dr ndr en person ritar flera olika trianglar som alla far representera begreppet
triangel, men dér ustrycksformen 1 samtliga fall 4r en bild.

Begrepp

I Nationalencyklopedin férklaras begrepp med “det abstrakta innehéllet hos en spréklig
term”. Ett matematiskt begrepp dr inte for evigt definitivt, exakt, absolut och klart
avgrinsat — tvirtom kan det férindras och utvecklas 6ver tid i takt med att matematiken
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och dess anvindning utvecklas. Begrepp dr minskliga tankekonstruktioner och kan
betraktas som matematikens byggstenar. Ett matematiskt begrepp kan vara ett matematiskt
objeket som till exempel en kvadrat, en process som till exempel subtraktion eller en egenskap
som till exempel volym. Med exempelvis begreppet area avses det abstrakta innehall vi

ligger i benimningen area eller med andra ord — vad vi menar med area.

Eftersom ett matematiskt begrepp dr en tankekonstruktion behdvs nagon form av
“etiketter” fOr att vi ska kunna kommunicera med och om det. Begreppet miste uttryckas
pé nagot sitt och dirmed representeras visuellt, verbalt eller i handling. Men det ér i
praktiken sillan uppenbart vad som kommer forst — sjilva begreppet eller olika sitt att
uttrycka det. Téank pa begreppet 7und. A ena sidan kan man definiera rund som formen pa
en cirkel. En cirkel kan ges en exakt matematisk beskrivning, till exempel som alla punkter
som ligger pa ett visst avstind frin en given punkt. Men 4 andra sidan st6ter barn pa ordet
rund och utforskar dess betydelse langt innan de kan sdgas ha en firdig abstrakt idé av vad
det betyder. De erfar olika representationer av rundhet redan innan de kdnner sjilva

begreppet.

Att arbeta med begrepp

Nir vi arbetar med begrepp i skolan behover flera delar beaktas:

Begreppen representeras med bjdlp av olika uttrycksformer
Det kan ske med ord, bilder och andra symboler eller med situationer och olika konkreta

material.

Begreppens egenskaper

I det hidr sammanhanget betraktas egenskaper synonymt med vilka kinnetecken eller vilken
beskaffenhet ett begrepp har. En egenskap hos addition ér att det inte spelar nagon roll i
vilken ordning man adderar. Egenskaper hos ett matematiskt begrepp kan anges i
definitionen. Egenskapen att arean av en yta inte dndras om ytan roteras kan till exempel
inga i en grundliggande definition av begreppet area. De matematiska begreppens
egenskaper kan ocksa faststillas genom att man genomfor ett bevis, till exempel visar att

varje triangel i den euklidiska geometrin har vinkelsumman 180°.

Relationer till andra begrepp

Varje matematiskt begrepp anknyter till andra begrepp. Det finns exempelvis en relation
mellan begreppet kvadrat och begreppet area: varje kvadrat har en area. Ddremot finns
ingen lika uppenbar relation mellan kvadrat och subtraktion: det 4r inte sjilvklart vad det
skulle betyda att subtrahera en kvadrat fran en annan kvadrat. Det gar ddremot att
subtrahera arean pa en mindre kvadrat fran arean pa en storre kvadrat for att fa fram
skillnaden mellan stotleken pa kvadraterna. Begreppet area dr inte begrinsat till att handla
om kvadrater utan har mening f6r sivil regelbundna som oregelbundna former.
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Definition
I en definition férséker man si exakt som mojligt att precisera vad som utmirker det

aktuella begreppet, sd att det ocksa gar att sirskilja frin andra begrepp.

Representationer

Representationer ersdtter ndgot och star i stallet for nagot annat. Sjilva ordet representa-
tion kommer av det latinska ‘repraesenta tio’ som betyder dskddliggirande framstillning
eller excempel”. En viktig egenskap hos en representation dr att den gor det representerade

indirekt ndrvarande for anvindaren.
(Nationalencyklopedin)
I engelsksprakig litteratur refererar termen representation till bide process och produkt.

"... 10 the act of capturing a mathematical concept or relationship in some form and to the

form itself.”
(NCTM, 2000)

En representation ir alltsd nagot som med avsikt anvinds eller utformas for att i tanke,
handling eller kommunikation ersitta det man syftar pa. Det kan vara friga om att ett
abstrakt begrepp representeras av ndgot konkret och patagligt. Begreppet finns da indirekt
nérvarande pd nagot sitt via sin representation. Vigmirket f6r ”f6rbud mot infart med
fordon” (en réd cirkel med en gul rektangel) representerar enkelriktad firdvig och far sjilva
torbudet att ’nirvara” (Figur 1).

Figur1

Ett indirekt ndrvarande begrepp

Ett typiskt matematiskt exempel dr att vi anvinder siffror nir vi arbetar med tal. Siffran star
dir istillet f6r sjilva talet som man inte kan se, men som man férvintas associera till.
Tecknet ”3” dr en symbol for talet tre, tecknet 4r som ett “namn” pa begreppet. Nir vi
skriver 38 kan vi se de bada siffrorna tillsammans som en symbol eller siffrorna var for sig
som tva symboler vars placering blir mycket viktig. Om vi istillet placerar siffran 8 som en
exponent med 3 som bas, 38, fir vi en symbol for ett helt annat tal. Tecknet 7 4r som ett
”namn” pa begreppet pi. En representation kan alltsi vara en symbol, en bild, ett objekt

eller nagot annat som representerar ett matematiskt objekt. Andra exempel pa detta ir
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symbolerna 1 och 0 eller fem prickar pa tva tirningar. Bada fallen representerar talet tio,
men med tvi olika former av representation, symboler respektive bild. Ett sitt att beskriva
dessa former ir att dela in dem i olika register. Ett register innehéller representationer som
ir nira relaterade till varandra. Ett exempel pd ett sidant register édr det ikoniska registret
som innehdller skisser, bilder och ménster. Ett annat dr det symboliska registret som

innehaller symboler sisom siffror, olika matematiska tecken och bokstiver.

Matematisk aktivitet handlar ofta om att ersiitta en representation med en annan,
exempelvis kan ett visst matematiskt uttryck representera ett annat. For att forsta
anvindbarheten i detta kan vi exempelvis betrakta det symboliska uttrycket
(1674+168+169)/3. Den forsta tolkningen 4r kanske att detta representerar en beridkning
som ska utféras. Men om vi istillet ser att det kan representera ett uttryck £f6r medelvirdet
av de tre talen i tdljaren s blir det uppenbart att ”svaret” 4r 168. Representationer kan
dessutom ha dubbla roller, vi kan exempelvis lita konkreta féremal representera
matematiska begrepp och vice versa. En rektangel pa ett papper kan fa representera
fotbollsplanen pé skolgirden, men fotbollsplanen kan i ett annat sammanhang 4 agera
representant for en (abstrakt) rektangel. Ett laborativt material som markdrer kan fungera
som en konkret representation fér abstrakta tal ndr de anvinds fOr att visa relationen mellan
exempelvis jimna och udda tal. De kan dven anvindas f6r att modellera verkliga situationer,

som nir ett visst antal markdrer representerar motsvarande antal féremal eller personer.

... och uttrycksformer

Ibland anvinds begreppet uttrycksform for att bendmna det som vi ovan kallar representa-
tioner. I Ndamnarenartikeln Matematiska uttrycksformer och representationer (Gustafsson et al.,
2011) menar forfattarna att de bada orden ofta anvinds for samma sak, men i artikeln tas
de upp och forklaras separat. Liksom i det tidigare exemplet hor uttrycksformen samman
med 1 vilka former som representationer uttrycks, men i artikeln £6r de dven in med vilka
medier som detta sker. Exempel ges pd hur bildlig representation kan uttryckas med hjilp
av en graf pa papper, med grafritande riknare, pd interaktiv skrivtavla et cetera. Artikeln
sammanfattas med att representationer och uttrycksformer naturligt gar in i varandra och
att det manga ganger ir enklast att tinka pa dem som ett begrepp med béade innehall och
form. Artikelforfattarna anser att oavsett synsitt sa dr det visentliga att representationer och
uttrycksformer dr till £6r att vi ska fa mojlighet att tinka pa, anvinda och kommunicera

matematiska begrepp pé olika sitt.

Forsta och anvinda olika uttrycksformer

Lirande 1 matematik kan beskrivas som en kumulativ process dir man stegvis fir tillgang till
allt fler och mer avancerade uttrycksformer och f6rstar hur de hinger samman och hur de
kan anvindas. Att kunna uttrycka sig pa flera sitt ir ett tecken pa god begreppsférmaga.
Den som kan anvinda flera olika sitt att beskriva samma begrepp har en rikare
begreppsbild och dirmed en mer funktionell begreppskunskap. For att fa stéd 1 sin
begreppsutveckling behdver eleverna ges méjlighet att méta ett och samma matematiska
begrepp med hjilp av flera olika uttryckstormer. Begreppet kan dirigenom bli mer konkret
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och tillgingligt f6r reflektion, samt hjilpa eleverna att fa Gverblick — och att strukturera sitt
tankande. Darfor ricker det inte att enbart rakna med siffror och bokstiver i en lirobok

utan eleverna méste fa arbeta med fler uttrycksformer som att

*  underska med laborativa material, ’penna och papper” eller digitala hjidlpme-
del

. tala och skriva matematik med savil vardagliga ord och matematiska termer

* anvinda bildsprik, med allt ifrin egna informella skisser till professionellt

framtagna illustrationer

o exemplifiera med hjilp av verkliga och fiktiva situationer i ndrmiljé och

omvarld

*  beskriva sina tankegingar med hjilp av, for kunskapsnivan lampligt,
matematiskt symbolsprak.

Figur 2

Schematisk uppdelning av nttrycksformer

Vardagliga ord

Laborativa material - Or
Matematiska termer
Bild
Situationer - Matematiska symboler

Figur 2 dr en omarbetad uppdelning pd fem uttrycksformer utifrdn Richard Leshs (1981)
schematiska bild 6ver representationsformer och deras kopplingar till varandra Rubriken
Ord inkluderar bade informellt vardagssprak och formella matematiska termer. Bade Ord
och Symboler kan férekomma i savil tal som skrift. Man kan ocksa vilja andra sitt for
uppdelning, som exempelvis i fysiska, bildliga eller grafiska, verbala, numeriska och
symboliska uttrycksformer.

Specifika matematiska uttrycksformer

Vissa symboliska representationsformer ér speciellt utvecklade f6r matematiken och kan
dirfor kallas ”matematikens uttrycksformer”. Dessa anvinds inom matematiken men ocksa
1 matematikens tillimpningar i andra dmnen. Matematiska representationsformer som
tillhér grundskolans matematik ar:

. siffror och positionssystemet

*  aritmetiska symbolsystem — hur vi skriver berdkningar
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*  algebraiska symbolsystem — hur vi skriver algebraiska uttryck och ekvationer
*  tabeller
* tallinjer och koordinatsystem
*  grafer och diagram.
Oversitta och vilja representationer och sitt att uttrycka dem

Elever behover utveckla sin f6rmaga att Gversitta och vilja mellan olika representationer.
Det innebir forstaelse for representationernas inbordes férhallande, att ha kinnedom om
deras styrkor och svagheter samt att kunna vilja limplig uttrycksform beroende pa situation
och syfte. Nir elever aktivt engageras 1 att uppfatta sambanden mellan olika
representationer, stirks den matematiska forstaelsen av begreppet, men det dr inte givet att
eleven pé egen hand kan 6versitta mellan olika uttrycksformer som till exempel mellan
laborativa aktiviteter och matematiska symboler. Genom att se pé vilka sitt som eleven
representerar ett aktuellt begrepp kan liraren fa virdefull inblick i elevens tinkande. Detta
ger stod for liraren att, dir sd behovs, bygga broar mellan elevens informella och

matematikens formella uttrycksformer.
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