Skolverket

Matematik — Férskoleklass och grundskola ak 1-3
Modul: Taluppfattning och tals anvandning
Del 8: Resonemang med brak

Resonemang
Ola Helenius, NCM

Tiger got to hunt, bird got to fly;

Man got to sit and wonder, “Why, why, why?”

Tiger got to sleep, bird got to land,

Man got to tell himself he understand.
(Vonnegut, 1963)

Som Vonnegut antyder si dr det djupt manskligt att undra zarfor? Och 1 bésta fall kan vi
hitta svar pd fragan sa att vi upplever att vi forstir. Driften, eller normen, att forklara ér
extra stark i matematiken. Vi vill inte bara veta hur man gér utan ocksd varfor vi ska goéra sa
och varfor det fungerar. Nir matematik utvecklas, bide som vetenskap och som kunskap
hos individen, sd dr det inte bara viljan att kunna anvinda matematik till nya saker — att
kunna 16sa nya problem — som ér drivkraften. Att kunna forklara det man redan kan ér en
lika viktig drivkraft. Ndr man férklarar nigot matematiskt si anvinder man ofta egenskaper
hos matematiska begrepp tillsammans med matematiska termer och annan matematisk

symbolik.

— Varfor ar brunnar oftast runda?

— For att locken inte ska kunna trilla ned i brunnen.
— Men varfor trillar de inte ned?

— For att en cirkel har konstant vidd.

I det hir exemplet anvinds cirkeln och det faktum att en cirkel 4r lika bred hur vi 4n miter
den (medan till exempel en kvadrat dr bredare lings diagonalen) f6r att ge en forklaring om
en Onskvird egenskap hos brunnat. I f6ljande exempel anvinds begreppet primtal fOr att

torklara en frdga om plattor.

— Sex plattor kan ligeas i rektangular form pa tvi sitt, som en rad med 1 x 6 eller som 2 x 3. Varfor
kan man bara lagga sju plattor pa ett sdtt, som 1 x 7¢
— Foratt 7 éir ett primtal.

Rent tekniskt kan man hivda att ingenting forklarades 1 det andra exemplet. Vi har bara gett
ett namn pa de antal som har egenskapen att de inte kan liggas i andra rektangulira former
in ”langa rader”. Men dven att hitta likheter, bilda grupper, kategorisera och bendmna

hjilper oss att forsta.

Den matematiska f6rmédga som mest hér ihop med fragan varfor och viljan att férklara, dr
formagan att resonera. Genom undervisning i matematik ska elever ges forutsittningar att

utveckla ett antal férmagor som har med utévandet av matematik att géra. Ordet
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resonemang i sig beskriver egentligen inte sa mycket av vad som avses. Man kan notera att
det engelska verbet ’to reason’ naturligtvis relaterar till substantivet ’a reason’ som kan
betyda skil, anledning, grund eller orsak, sd ett kompletterande svenskt ord att ha i tankarna
ar argument och att argumentera. Det svenska substantivet reson existerar men ar inte vanligt 1
dagligt tal f6rutom i uttrycken rim och reson och att ta reson. Betydelsen motsvarar dock
det engelska ordet ’reason’. Hir kommer vi huvudsakligen att halla oss till uttrycket fora och

folja matematiska resonemang.

Resonemang med brak

Att kunna féra och folja resonemang ir antagligen det minskliga kognitiva verktyg som i
hégsta grad mojliggjort utvecklingen av matematik. Den mest grundliggande aspekten av
resonemangsformagan dr att forstd att all matematik dr ”skapad” med hjilp av matematiska

resonemang och att den dérfér ocksd kan “aterupptickas” genom att man resonerar sig
fram. Antag till exempel att nagon har glémt bort hur man berdknar m eller kanske aldrig
2

har dividerat med tal mindre 4n 1. Det finns da ett antal olika sitt att resonera sig fram till

svaret med utgiangspunkt frin sidant man faktiskt kommer ihdg. Kanske minns personen

. v . . 6 .. . o 1 . - R
att ett sitt att forstd en division, till exempel 5 ar att tinka pa divisionen som “hur méinga

o . . R L. o 4 o o .
2:or fér det plats i sex” (innehéllsdivision). Da betyder " “hur ménga halvor far plats i fyra”
2
och det ir inte sa svart att komma fram till att det 4r 8. Om man endast tinker pd division i

, 6 P
termer av uppdelning, som att 5 motsvarar att dela upp sex saker i tvd grupper

(delningsdivision), gér det inte att ge ; konkret mening. Det gir inte att dela upp fyra saker
2

1 en halv grupp. Men om man litar pa att det finns ndgon slags mening i uttrycket och sedan
vet att resultatet av en division dr oférandrad om man multiplicerar bade divisorn och
dividenden (eller tiljaren och nimnaren, som man vanligen siger, dven om dessa termer
egentligen refererar till brakuttryck och inte till divisionuttryck) med samma tal, kan man

. . 4 _8 . . . )
utfora detta med talet 2 och fi att ikt 8. Dessa bada resonemang ir av olika karaktir.
2

De forklarar pa olika sitt varfor svaret blir 8. Det forsta bygger pa att tinka pa sjilva
divisionsbegreppet pa ett sitt som dr “ldmpligt” f6r uppgiften. Det andra dr ett slags
algoritmiskt resonemang. Man kan argumentera for att det forsta resonemanget gor det
uppenbart att svaret blir 8. I det andra fallet blir det en konsekvens av att bade tiljare och
nimnare multipliceras med 2, men det 4r inte uppenbart varfér detta gors.

Resonemang med hjalp av bilder

I formella matematiska framstillningar forvissar man sig om att alla begrepp har entydiga
definitioner och man formulerar begrepps olika egenskaper i satser som man bevisar. Detta
ir ett mycket strikt och specifikt sitt att resonera. I skolmatematiken 4r det inte sa enkelt,
tor ndstan alla begrepp tar sin utgangspunkt i vardagliga foreteelser eller i ikoniska bilder.
En ikonisk bild har likheter med det den avbildar till skillnad frin en symbol som kan vara
helt skild fran det avbildade. En streckgubbe ér en ikonisk bild av en minniska medan ett

streck skulle kunna anvindas som symbol f6r en person.
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Att begreppen i skolmatematiken tar sin utgangspunkt i vardagliga foreteelser, ikoniska
bilder eller konkret material som man kan ha framf6r sig, peka pa och manipulera med,
gor det enklare att resonera eftersom man kan anvinda sin vardagliga intuition. Det gor det
ocksa svirare eftersom de vardagliga situationerna och de ikoniska bilderna inte erbjuder
tillrickligt hog precision i vad man egentligen menar och sillan eller aldrig beskriver de
generella matematiska begreppen (Vergnaud, 1982). Som nir division blir namnet pd det

man gor ndr man delar upp saker i grupper eller nir briket % blir beteckningen pa en figur

delad i tre lika delar med tva av delarna markerade. Att till exempel introducera division
som att dela upp ett antal saker i lika grupper gér som vi har nimnt att det inte gér att
dividera med andra tal 4n heltal och det gbr att division alltid gér nagot mindre. Det dr en
helt korrekt slutsats att division har dessa egenskaper, om division har introducerats som
likadelning. Men dessa egenskaper kommer sa smaningom att vara missuppfattningar om
hur division fungerar. Senare kommer vi att dividera med tal mindre 4n 1 och d4 kommer
divisioner att géra kvoten storre, som att division med Y2 dr detsamma som en férdubbling,

e . 4 . . .
som vi sdg 1 exemplet i 8. Detta exempel illustrerar ett skolmatematiskt dilemma: de
2

enkla och oftast nddvindiga sitten att introducera matematiska begrepp leder till
resonemang som forst dr ritt, men senare istillet blir fel (Ahl & Helenius, 2020).

Ett liknande dilemman kan man finna nir man resonerar sig fram till betydelsen av brak
genom att utga fran bilder pa del av antal eller del av helhet. For det férsta kommer bada
sitten att resonera att begrinsa delarna till att vara mindre 4n helheten, det vill siga man
stoter bara pa brak som dr mindre eller lika med ett. Och nir man vill utvidga dessa
modeller till brak som dr storre dn ett uppkommer vissa oklarheter.

I Figur 1 illustrerar de tre forsta bildraderna uppenbart Z. Tre av fyra féremal ir markerade
och det ir exakt det vi betecknar med symbolen % 1 enlighet med del av antal-tolkningen.

Den fjirde bildraden bor dé rimligen ocksd betecknas % eftersom det dr samma halvcirklar
som i bildraden ovan, de har bara roterats lite. Men 4ven den sista bildraden bor di vara %,

f6r halvcirklarna i raden ovanfdr dr bara lite flyttade.

Samtidigt syns pé den sista bildraden den typiska ikoniska representationen av 1 och 2, det

vill sdga %, nir den tolkas som del av helhet. Med den tolkningen dr det en hel och en halv,

alternativt tre halva som man set.
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Figur 1
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Resonemang med hjalp av symbolsprak

Ju mer avancerade resonemang man vill kunna utféra, och ju hogre precision man vill ha i
sina resonemang, desto viktigare blir det att kunna utféra dem med hjilp av matematiskt
symbolsprak. Det ér naturligt och ofrankomligt att man till en borjan later reglerna for
matematiska symbolsystem, som exempelvis braksystemet, férankras 1 konkreta situationer
och ikoniska bilder, f6r det ar vildigt svirt att annars ge symbolerna ndgon mening. Men
for att eleverna ska kunna gd framét maste de ocksa fd vinja sig vid att resonera med hjilp
av matematiska symboler (Vergnaud, 1998). Ett exempel: Oavsett hur man har introducerat
mutliplikation f6r eleverna, dr det en bra idé att illustrera multiplikation med hjilp av
rektanglar (Mulligan & Mitchelmore, 1997; Park & Nunes, 2001). 6 = 2 - 3 kan da illustreras
av rektangeln i Figur 2.

Figur 2

Rektangel som askadliggor bade multiplikation och division

2
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I rektangeln kan vi ocksa se tva divisioner: det ryms 3 kolumner om 2 i sexan eller 2 rader
om 3 (delningsdivision). Alternativt kan vi se att om sexan delas i 3 grupper (kolumnerna)

sd blir det 2 i varje och om sexan delas i 2 grupper (raderna) sa blir det 3 i varje grupp

(delningsdivision). Samma rektangel som illustrerar 6 = 2 - 3 illustrerar alltsd ocksé’tg =3

6 .. .. . . .
och 3= 2. Eftersom vi inte har anvint oss av nigra speciella egenskaper hos de ingdende

talen (férutom att inget 4r noll) kan vi upprepa resonemanget med vilken multiplikation
som helst. Varje multiplikation hinger pa detta sitt ihop med med tvd divisioner. Det hir ér
ett resonemang som visserligen utgar frin hur multiplikation och division kan uppfattas
som konkreta situationer och i ikoniska bilder, men den slutsats vi drar ar av ett helt annat
slag eftersom den beskriver ett generellt samband mellan multiplikation och division. Det
hir kan vi anvinda.

N

Aven ganska sma barn ir vanligen 6verens om att 2 - = = 1, eftersom tva halvor ir en hel.

Om vi nu tillimpar vart nyvunna generella samband pa denna multiplikation fér vi att

M|>—-|r—

Det hir ir intressant ur ett perspektiv pa progression av resonemang for vi har just kommit
fram till en aritmetisk likhet som 4r férankrad i ett generellt aritmetiskt samband, och inte i

en bild eller i ndgon konkret situation. En annan konsekvens ér att

I 1

2 2

Detta kan se trivialt ut, men det stdr faktiskt att ett delat pé tva dr lika med en halv, det vill
sdga att vi har resonerat oss fram till ett slags bevis f6r hur brak och division hinger ihop
(och varfor det dr rimligt att vi betecknar dessa olika saker med samma symbolsystem).
Aterigen har vi inte visat det hir med bilder utan vi har utnyttjat det generella samband vi
torst fick fram, se Figur 2.

Progression 1 matematiska resonemang handlar alltsd inte bara om att resonera om allt mer
avancerade matematiska begrepp eller metoder. Det finns ocksd annan viktig progression
som har att géra med pa vilka grunder man baserar sina resonemang (Mason, 2018;
Stylianides, 2007). Ofta beskrivs det att matematikundervisning bor utga frin det konkreta
och gi till det abstrakta. Men det beskrivs inte s ofta vad det innebir att ga till det
abstrakta. En tolkning av vad det kan betyda dr den som jag har f6rsokt att illustrera ovan.
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