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Matematik — Férskoleklass och grundskola ak 1-3
Modul: Problemlésning
Del 4: Representationer och strategier i problemlésning

Representationer och strategier i problemlésning

Anna Teledahl, Hogskolan Dalarna; Helena Eriksson, Hogskolan Dalarna & Hanna
Palmér, Hogskolan Dalarna & Linnéuniversitetet.

Den hir texten handlar om representationer och strategier som elever kan anvédnda i
problemldsning. Inledningsvis beskrivs representationer och strategier var for sig for att
sedan sammankopplas och illustreras med exempel pé elevldsningar fran tva olika
problemuppgifter.

Representationer

Representationer ar ett uttryck, till exempel en symbol, en bild eller ett objekt som star
for (representerar) ndgot annat 4n sig sjilv (Goldin & Shteingold, 2001). I alla
situationer dér en elev anvander matematik, till exempel i samband med
problemldsning, méste eleven anvéinda olika representationer for att kommunicera med
sig sjdlva och med andra. Nér elever 16ser en problemuppgift dr det dessutom bade
vanligt och onskvért att de anvinder och kopplar samman olika representationer. Enligt
flera forskare (t.ex. Duval, 2006) sker viktigt ldrande i matematik nér elever véxlar
mellan och sammankopplar olika representationer.

Kunskap om olika representationer och hur de relaterar till varandra bidrar till djupare
forstaelse av matematik och dven till mojlighet for djupare forstaelse for
problemuppgifter. Figur 1 nedan illustrerar olika representationer samt viaxlingar som
kan goras inom och mellan dem. Representationskompetens innebér att kunna anvédnda
och vixla mellan olika representationer och for att elever ska utveckla sdidan kompetens
ar larares anviandande och synliggdrande av olika representationer en viktig del (Duval,
2006; Lesh, 1981).
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Figur 1

Figuren illustrerar olika representationer samt vaxlingar som kan géras inom och mellan dem

Verklig
situation

Kommentar. Figuren dr en dverséttning av Lesh (1981).

Olika elever kan foredra, eller vara mer sékra i anvindandet av, vissa representationer
och att véxla mellan representationer 4r inte enkelt for alla elever. Genom att i
undervisning erbjuda olika representationer kan elever erfara hur samma innehéll kan
representeras pa olika sétt och hur vixlingar inom och mellan olika representationer kan
goras. Synliggdrande av representationer kan ske genom att ldrare sjilva anvénder olika
representationer och genom att elevers olika representationer gors synliga till exempel i
helklassdiskussioner. Da kan andra elever erfara hur vixlingar mellan representationer
kan goras och upptécka att det kan vara framgangsrikt att anvénda flera representationer
i problemldsning. Eleverna kan ocksa uppmérksammas pé att olika representationer
fungerar olika bra i olika sammanhang.

Strategier

En strategi kan forstas som ett tillvigagéngssitt for att 16sa en problemuppgift (Taflin,
2007). Elever kan anvénda en méngd olika strategier for att forsta och 16sa
problemuppgifter i matematik. En strategi kan vara mer eller mindre bestimd pé férhand
och anvindandet av strategier kan skifta snabbt dér ett sitt att tdnka kring eller arbeta
med en problemuppgift forkastas och ersitts av ett nytt. Elever kan med fordel
kombinera flera strategier och olika strategier kan dven fylla olika funktion i olika delar
av problemldsningsprocessen. En 16sning pa en problemuppgift kan séledes innebéra
anviandande och kombination av flera strategier.
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Gora en lista

Naér elever inleder arbetet med en problemuppgift och stéller sig sjalva fragor likt ”Vad
ar fragan?” eller ”Vad vet vi redan?” kan det vara klokt att gora en lista dver svaren pa
dessa fragor samt pa olika alternativ for hur uppgiften kanske kan 16sas (Taflin, 2007,
efter Lester 1996). I forskoleklassen kan dessa fragor och en séddan lista med fordel
goras tillsammans 1 hela elevgruppen. I listan kan eleverna eventuellt rita bilder, ge
lampliga beteckningar och dela upp problemuppgiften i mindre delar s att den blir mer
overskadlig. Att gora en lista kan med andra ord mojliggora for eleverna att skapa
struktur, sdtta sig in i en problemuppgift, forsoka forsta vad det dr som efterfragas och ta
fram en f6rsta idé for hur uppgften kan 16sas. Eleverna kan dven dra sig till minnes om
de stott pé en liknande problemuppgift tidigare och hur de i sa fall resonerade den
géngen. Listan kan da fortsétta med fragor likt; Gér det att omformulera
problemuppgiften s& man kan dra paralleller till tidigare 16sta problemuppgifter? Ar det
mdjligt att dela upp problemuppgiften i mindre delar? Vilka delar bestér
problemuppgiften av i sa fall?

Hér nedan presenteras ett antal strategier (Lester, 1996; Taflin, 2007) som exemplifieras
med problemuppgifter, lektionsexempel och/eller elevldsningar. De strategier som
presenteras ska inte forstas som heltdckande och i flera fall 6verlappar strategierna
varandra. Den ordning som strategierna presenteras i ska inte forsts som hierarkisk.

Arbeta baklanges

For vissa problemuppgifter kan det vara framgangsrikt att arbeta baklédnges. Detta géller
till exempel vid problemuppgifter dér ett slutresultat dr givet. Problemuppgifter med
hemliga tal &r ett exempel dér arbeta baklanges kan vara en 1dmplig strategi.

Jag tanker pa ett tal, adderar 6 och multiplicerar med 5. D4 blir svaret 45. Vilket tal tdnker
Jag pa?

Ett annat exempel &r foljande algebraiska problemuppgift dar arbeta bakldnges kan vara
en framgéngsrik strategi:

En stricka édr A 1dng och lika lang som summan av strickorna B och C. Vi vet ocksé att
B + B =C. Hur lang 4r A? Kan A anges pa flera olika sétt?

I 16sningen av denna problemuppgift kan det ocksa vara en framgangsrik strategi att rita
strackorna vilket &r en strategi som presenteras nedan.

Rita en bild

Strategin att rita en bild kombineras nistan alltid med andra strategier och ar av central
betydelse for att strukturera och forsta problemuppgifter (Hagland, 2007). En
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problemuppgift som kan 16sas med flera olika strategier, déribland rita en bild, ar
glassproblemet nedan hiamtat fran Hagland, Hedrén och Taflin (2005):

Lisa ska kopa 16sglass i1 kulor och kan vélja pa fyra olika smaker. Hon vill ha
tva glasskulor och varje smak kan viljas hogst en gang och kulornas ordning
spelar ingen roll. P& hur manga olika sétt kan hon vilja sin glass?

Problemuppgiften innebar att ta reda pa hur manga olika glasstrutar Lisa kan vilja
mellan, om hon har fyra olika smaker att vilja bland och ska kombinera dem tvé och tvé
pa alla tiankbara sitt, dock aldrig tva kulor med samma smak. Nedan presenteras tva
olika 16sningsforslag. I den forsta 16sningen (Figur 2) gors det tydligt att varje ny smak
som tillkommer kan kombineras precis en gang med de smaker som finns sedan tidigare.
Genom detta forfarande kan man finna att antalet mojliga kombinationer &r sex.

Figur 2

Varje ny smak kan kombineras en gang med de smaker som finns sedan tidigare

J | 88

Tvé smaker. Tre smaker, O ny smak,

Fyra smaker, ny smak, som
L. . kombineras med de andra tre. (3+3
I kombination som kombineras med de kombinationer = 6 kombinatiogler :
andra tva.

(1+2) kombinationer =
3 kombinationer

I 16sningen nedan (Figur 3) kombineras istdllet den forsta smaken en gang med var och
en av de andra tre smakerna. Den andra smaken kan pa motsvarande sitt &ven
kombineras med de tva aterstaende. Slutligen kan den tredje smaken kombineras med
den fjarde smaken. Det totala antalet kombinationer ar sex.
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Figur 3

En smak i taget kombineras med de aterstdende

QO0® | OQ0e | OOQe
Férsta smaken, O Andra smaken, O Tredje smaken, O

kombineras med andra, kombineras med tredje och kombineras med fjirde.
tredje och fjirde. fiarde.

Losningen som presenteras i Figur 3 kan ocksa visas med foljande bild (Figur 4).
Figur 4

En smak i taget kombineras med de aterstaende

Gora en tabell eller ett diagram

Tabeller och diagram kan utformas p& ménga olika sitt. Ett exempel pa en
problemuppgift som kan 16sas med en tabell &r foljande:

Pé skolan gar dubbelt sa manga flickor som pojkar. Totalt gar 96 elever pé skolan. Hur
manga pojkar gar pé skolan?

Hér kan eleverna gora en tabell med en kolumn for antalet flickor, en kolumn for pojkar,
och en kolumn for totala antalet elever. Ser eleverna ndgot monster? Hur ménga rader i
tabellen behdver de fylla i innan de ser monstret for 16sningen?

I en 16sning av glassuppgiften ovan kan en tabell likt Tabell 1 anvidndas for att
systematiskt finna de mojliga kombinationerna. Nar man fyllt i alla kombinationer i
tabellen kan de kombinationer som finns flera gdnger strykas och eventuellt upptiacker
eleverna att de enbart behdver inkludera de kombinationer som finns pa ena halvan av
tabellen.
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Tabell 1

Tabell 6ver mdjliga kombinationer dér dubletter strukits

vanilj jordgubb blabar smultron
vanilj - vanilj/jordgubb vanilj/blabar vanilj/smultron
jordgubb jordeubbiantly | - jordgubb/blabédr | jordgubb/smultron
blabar blabar/vanilj blabir/jerdgubb |- blabar/smultron
smultron smultronvantii smultron/fordeubb | smultron/blabir | -

Ytterligare en mdjlig strategi &r ett s kallat triddiagram (Figur 5). Hér skrivs de fyra

smakerna var och en i en egen ruta. De smaker de kan kombineras med kommer sedan i
solfjadersform. Aven hir fir man dividera antalet kombinationer med 2, eftersom vanilj-
jordgubb ridknas som samma som jordgubb-vanilj och sé vidare.

Figur 5

Exempel pa triddiagram

jordgubb

vanilj

vanilj

vanilj

I \'ﬂhi]j

blabir

[ jordgubb

[ blabir

blabir

|[ smultron

jordgubb

jordgubb

smultron

smultron

smultron

blabar

For att g& vidare med glassproblemet och undersoker samband och gora det mojligt att

generalisera kan dven tabeller likt nedan (Tabell 2a och 2b) arbetas fram, till exempel i

en avslutande helklassdiskussion.
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Tabell 2a och 2b

Tabeller 6ver kombinationer

antal antal
smaker 2 kulor smaker 2 kulor
1 - 1 -
2 1 2 1
3 1+2=3 3 2+1=3
4 3+3=6 4 3424+1=6
5 6+4=10 5 4+3+2+1=10
6 10+5=15 6 5+4+3+2+1=15
7 15+6=21 7 6+5+4+3+2+1=21
8 21+7=28 8 T+6+5+4+3+2+1=28
9 28 +8=36 9 8+7+6+5+4+3+2+1=36
10 36 +9=45 10 9+8+7+6+5+4+3+2+1=45

Formulera ett samband

Att formulera ett samband, till exempel i en ekvation kan ses som en strategi dér den
mest generella 16sningen efterstriavas. I glassuppgiften kan det handla om att hitta en
ekvation, uttryckt med algebraiska symboler, som fungerar oavsett antal smaker. Men,
ett samband kan dven formuleras med egna ord, i ndgot som ibland kallas for
begynnande algebraiskt tinkande (Radford, 2012) eller som ett algebraiskt tinkande
med en spraklig systematik men utan vedertagna algebraiska symboler (Kaput, 2008).
Elever kan till exempel med egna ord formulera generella regler likt nedan.

Om man har 4 smaker plussar man pa med 3 till s& manga man hade nir man hade 3
smaker. Om man har 5 smaker plussar man pa med 4 till s& manga man hade nér
man hade 4 smaker. Sa dér gor man hela tiden. Man plussar alltid pa med ett mindre
@n s manga smaker man har. (Elev i arskurs 2)

Om det &dr 4 smaker sa plussar man ihop 3 + 2 + 1 och om det &r 5 smaker plussar
man ihop 4 + 3 +2 + 1 och sé vidare. Man startar alltid pa talet fére hur manga
smaker det ar. (Elev i arskurs 2)

Aven problemuppgiften med pojkar och flickor som presenterades under rubriken
tabeller och diagram ovan kan l6sas genom att formulera ett samband. Den uppgiften
kan beskrivas som ett monster fér sambandet mellan antalet flickor och pojkar och
sambandet mellan det totala antalet elever och antalet flickor och pojkar. Det monstret
kan ocksa beskrivas som ett uttryck. Hir nedan finns olika forslag pa hur ett sadant
uttryck skulle kunna se ut.

Om man tar ett antal pojkar sa gér det dubbelt s& ménga flickor. Sedan &r antalet
flickor adderat med antalet pojkar.
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pt 2=t
+17/ 2=t

=2p
f+p=t

Haér ar £ = antalet flickor, p = antalet pojkar och t = totala antalet elever.

Gissa och prova

En annan strategi dr att gissa och prova (Oversatt fran trial and error, Lester et al., 1989).
De gissningar som gors ér inte helt slumpméssiga. Prova innebér att gissningarna gors
mer eller mindre systematiskt. Nar gissa och prova anvénds dr det viktigt att géra
analyser av problemuppgiften for att kunna gora vil valda gissningar. For att gissningar
ska kunna véljas med omsorg kan analyserna genomféras genom att larare och elever
tillsammans diskuterar en problemuppgift och/eller ritar gemensamma bilder. I
uppgiften om antalet pojkar och flickor pa skolan skulle en fraga likt ”Ar det rimligt att
borja gissa att det gar tva flickor pa skolan?” kunna utgdra en utgdngspunkt for att
reflektera 6ver vilka tal som dr rimliga att starta med for att gissa och prova sig fram till
en 16sning. Om man startar med 50 flickor sa blir det 100 pojkar och totalt 150 elever.
Det blir for mycket. Om man istéllet startar med 20 flickor, hur manga pojkar och hur
manga elever blir det da totalt? Varje gissning ger vigledning infor ndstkommande
gissning.

Anvanda laborativa material eller modeller

Ett sétt att arbeta med glassuppgiften é&r att eleverna far olikférgade pappcirklar som de
kan limma tva och tvé pa papper med fardigtryckta strutsymboler. Eleven nedan
(Figur 7) provar sig fram med hjilp av pappcirklar utan nadgon sirskild synlig
systematik.

Figur 7

Gissa och prova med hjélp av pappcirklar
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Att anvénda laborativa material eller modeller kan ocksa vara en ingéng for att forsta en
problemuppgift. Elever kan anvinda materialet i en dramatisering, for att 16sa en enklare
problemuppgift, eller for att dela upp problemuppgiften i delar. Anvéndandet av
material kan schematiseras av ndgon form av tabell eller bild. Aven i den tidigare
uppgiften med tornet kan laborativt material fungera som ingang i att forsta och 16sa
uppgiften.

Losa en enklare problemuppgift

En strategi for att 16sa problemuppgifter &r att byta ut talen och till exempel prova en
16sning inom ett ldgre talomrdde. Om det hade gatt totalt 6 elever pé skolan i
problemuppgiften som efterfragar antalet pojkar och flickor pé skolan, hur skulle
eleverna 10st uppgiften dd? Hur kan den 16sningen 6verforas till ett storre antal elever,
och hur kan de slutligen ténka géllande de 96 eleverna? Eleverna kan gora en tabell for
att upptiacka monstret mellan antalet pojkar och flickor. Genom att utgé ifran ett enklare
talomréde och genom att gora en tabell kan eleverna kanske stélla upp en ekvation
utifran att de urskiljer ett monster med ldgre och antal (x + 2x = 6 respektive

x + 2x =96, dir x ar antalet pojkar).

Samverkan mellan strategier och representationer

I texten ovan har representationer och strategier presenterats var for sig vilket enbart ar
en skrivteknisk disposition av texten. Oftast hdnger den strategi en elev viljer for att
16sa en problemuppgift och den representation som anviands for att kommunicera denna
strategi intimt samman. Bilder kan till exempel utgora bade en strategi och en
representation:

*  Nér bilder anvdnds som en strategi anvinds bilder for att forsta och/eller 16sa
problemuppgiften.

*  Nér bilder anvinds som en representation anvénds bilder for att uttrycka eller
illustrera de berdkningar man gjort eller de tankar man ténkt.

Aven nir elever ska redovisa hur de har 16st en problemuppgift anvinds
representationer, det dr dock inte sikert att en elev anvinder samma representationer nér
de ska kommunicera en 16sning som de anvénde nér de 16ste problemuppgiften.

I glassexemplet ovan presenteras bilden som en strategi, samtidigt som bilderna ar
representationer av de l0sningar som eleverna foreslar. Tabellerna visar numeriska utfall
av olika antal val av smaker man kan géra om man vill ha en glass med tvé kulor.
Tabellerna r i sin tur sammankopplade med mdjligheten att se monster som kan ses
som ytterligare en annan strategi. Monstren som eleverna kan urskilja kan vara
representerade med symboler, bade numeriska och algebraiska, ytterligare en
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representation. Pa sa vis ar strategier och representationer varandras nodvandigheter och
omojliga att helt skilja &t. En god problemldsningsférméga innebér att man kan anvénda
strategier och representationer oberoende och i samspel med varandra (Kozulin &
Kinard, 2008).

Overblicka och ordna utifran strategier och representationer

Det kunnande som eleverna ges mojlighet att utveckla i en problemldsningssituation
paverkas bade av problemuppgiften och av de strategier och representationer som
lararen och eleverna véljer att fokusera pa i problemldsningsprocessen (Kinard &
Kozulin, 2012). Lérares undervisning genom problemldsning kan delas in i faserna
forutse — dverblicka — vilja ut — ordna — koppla ihop (Smith et al., 2009; Stein et al.,
2008; se dven Del 2 ). Genom att ldraren i fasen forutse reflekterar Gver vilka strategier
och representationer som kan komma att bli aktuella kan ldsaren gora sig beredd att
stotta eleverna att utforska dessa i relation till den aktuella elevgruppens tidigare
erfarenheter. Arbetet i lektionen kan organiseras i forvég sé lararen pa léttaste sitt kan
overblicka elevernas arbete. Vidare kan en utgangspunkt for de elevlosningar som viiljs
ut for helklassdiskussion kan vara de strategier och/eller de representationer som
eleverna har anvént. Nedan f6ljer tvd exempel pa hur elevlosningar kan ordnas och
kopplas ihop i helklassdiskussioner for att synliggora elevernas olika anvdndande av
strategier och/eller representationer.

Pa hur manga satt kan nallarna sitta i soffan?

Det forsta exemplet utgar ifran matematikinnehallet kombinatorik dér elever i
forskoleklass fatt foljande uppgift (Palmér & van Bommel, 2019): Tre nallar vill sitta i
en tresitssoffa men kan inte komma 6verens om vem som ska sitta pa vilken plats. En
nalle har fatt en idé att de kan byta plats.

Elevernas uppgift blir att undersdka pa hur ménga olika sitt de kan sitta i soffan innan
de behover borja om fran borjan igen.Nér yngre elever arbetar med problemuppgiften ér
det vanligaste att de anvénder bilder (ritar nallar) eller informella symboler (streck eller
prickar i samma farger som nallarna) som representationer. Nedan (Figur 8) finns
exempel pé elevlosningar dér olika representationer har anvénts. Férutom att i
helklassdiskussionen uppmirksamma eleverna pa vilka olika kombinationer de har hittat
kan de uppmirksammas pa hur de har representerat nallarna i sina dokumentationer.
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Figur 8

Exempel pa olika representationer i elevldsningar

Vad léraren véljer att synliggdra beror pa syftet med den aktuella probleml6sningen.
Genom att lararen infor problemldsningen forutser vad som ska synliggoras blir det
enklare att savil 6verblicka som att vilja ut och ordna elevldsningarna infor den
avslutande helklassdiskussionen. I exemplen anvinder eleverna olika representationer
och dven olika grad av systematisering vilket kan vara utgdngspunkt for en
helklassdiskussion.

Ett sitt att ordna I6sningarna i helklassdiskussion &r utifran representationer. Vilka
olika representationer har eleverna anvint? Ar det ndgon elev som anvint fler &n en
representation? Ar det ndgon skillnad mellan att rita nallar och att rita streck? Direfter
kan systematisering i l6sningarna synliggdras. Har ndgon elev arbetat systematiskt
genom att halla en nalle konstant och variera de andra tva? Vilken nalle har eleverna i sa
fall héllit som konstant? Innehéller 16sningar dubbletter och hur kan systematisering
motverka uppkomsten av dubbletter? En helklassdiskussion kan dock lika vl borja i
synliggorandet av dubbletter for att diarefter uppméarksamma eleverna pa mojliga sitt att
systematisera 16sningar for att eventuellt avsluta med synliggdrande av olika
representationer. Slutligen kan givetvis dven antalet olika séitt som nallarna kan sitta pa
diskuteras men med fordel 1aggs fokus i helklassdiskussionen pa 16sningsprocessen
snarare dn pa l6sningen som sadan.
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Pa hur manga satt kan man vilja glass med tva smaker?

Exemplet nedan utgér ifran den ovan presenterade glassuppgiften. Villkoren eleverna
arbetar utifrén &r att Lisa vill ha en glass med tva smaker nér hon har fyra smaker att
vilja mellan. Hon maste vélja olika smaker och en kombination kan bara riknas en

gang.

Figur 9

Exempel pa vilja ut representationer i elevldsningar

Eleverna anvinde olika strategier for att I0sa uppgifterna dr rita en bild var den
dominerande strategin. [ Figur 9 visas nigra av de elevldsningar som valdes ut for
helklassdiskussion. Lérarens val av elevlosningar utgick ifran hur generella 16sningarna
var. I de utvalda 16sningarna representerades 16sningarna av en glass for varje
smakkombination (véinster Figur 9) samt med fargmarkeringar for de olika
kombinationerna (mitten Figur 9). I den tredje 16sningen (hdger Figur 9) anvéinde eleven
utklippta cirklar for att i handling peka hur valet av glassar gjorts. Samtidigt som eleven
i handling visade sin strategi illustrerar ldraren eleverns handlingar pa tavlan. I den
avslutande sammanfattningen av de ordnade elevlsningarna utvecklar eleverna under
lararens ledning en tabell likt Tabell 2b. Tillsammans hittar eleverna dd monstret for den
talfoljd som utvecklas da ytterligare smaker laggs till.

Sammanfattning

Niér elever l0ser en problemuppgift 4r det vanligt och onskvért att de anvénder olika
representationer och strategier. Den eller de strategier elever anvander kan skifta under
l6sningen av en problemuppgift och strategier kan vara mer eller mindre bestdmda pé
forhand. Ofta kombineras flera strategier eftersom de fyller olika funktion i olika delar
av problemlosningsprocessen. Savil representationer som strategier kan vara
utgdngspunkt fér gemensamma helklassdiskussioner i samband med problemlésning.
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