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Matematik — gymnasieskola

Modul: Undervisa matematik utifran problemlésning
Del 1: Matematiska problem och problemlésning

Matematisk problemldsning i skolan

Ole Bjorkqvist, Abo Academy

Matematikens historia gér 1angt tillbaka i tiden, och man vet relativt lite om den process
som ledde till att manniskan utvecklade ett formaliserat sitt att resonera kring och
representera sddant som vi idag inbegriper i vetenskapen matematik. Rotterna kan finnas
i de olika sdtt pa vilka nirstdende djurarter orienterat sig i sin omvérld, men ménniskans
vélutvecklade kommunikativa formaga har mojliggjort en helt unik precisionsniva i
beskrivningarna.

I den utstrackning som matematikens ursprung ar empiriskt, vilket innebér att de
begrepp som anvinds &r val anpassade till att beskriva hur man uppfattar sin omvarld, ar
matematiken definitivt nyttig och bidrar till att ménniskan behérskar denna omvirld allt
béttre. Samtidigt vet vi, att matematiken som vetenskap alltmer fjdrmat sig fran denna
omvarld och idag har ocksa andra méal &n omedelbar nytta. Matematikens begrepp ses
rétt allmint som frigjorda frén sitt ursprung, abstraherade, och samtidigt idealiserade,
vilket innebér en mojlig reduktion av onddig komplexitet. Detta kompletteras av hogt
stdllda krav pa motsdgelsefrihet inom det begreppssystem som matematiken anvéander,
sé att man inom ramen for systemet ska kunna dra sékra slutsatser. Att dessa slutsatser
motsvarar slutsatser betraffande foreteelser i omvarlden &r inte ett nddvéndigt krav, dven
om det ofta dr onskvért. Utvecklingen av den abstrakta matematiken sker genom
ménsklig innovation, och till detta bidrar en strdvan efter skonhet och fullstédndighet.

Enskilda matematiska problem har varit i fokus i olika skeden av matematikens
utveckling. Ibland har de haft sitt ursprung i konkreta vardagsnéra problem — ibland har
de varit problem som utgjort en del av matematikens egen utveckling. Det som
karakteriserat dem har varit behovet av en losning, samtidigt som man under en kortare
eller langre tid inte vetat hur man ska ga till véga for att 16sa dem.

Ordet problem ir inte pa nagot sétt begrénsat till matematiken, utan det forekommer pa
liknande sétt i anslutning till andra vetenskaper, bade till den del deras problem hérleder
sig ur vardagen och till den del de utgoér inomvetenskapliga problem som man vill 16sa.
En annan sak &r att matematikens jamforelsevis langa historia ger matematiken ett visst
privilegium att anvénda ordet, och dess ursprung i den gamla grekiskan kopplar det
starkt till matematiken. Men dértill &r ju ordet problem ett i vardagen vanligt
forekommande ord, som innebar att man vill komma till en 16sning (om man har ett
problem), utan att det behdver vara friga om ndgon speciell 16sningsmetod. Nér
problemet &r 16st forsvinner det.
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Skolmatematiken aterspeglar delar av matematikens historiska utveckling, och den
kannetecknas likasé av forekomsten av problem, som det géller att 16sa. Men eftersom
skolmatematiken forekommer i ett fostrans- och utbildningssammanhang har den inte
exakt samma syften som matematiken i samhdllet i 6vrigt. Tonvikten ar kraftigt
forskjuten mot att stérka barns och ungdomars forutséttningar att klara sig bra i
framtiden, och vid l6sandet av problem laggs det en pétaglig tonvikt pa
losningsmetoderna. Pa nagot sitt ska de kunna bli en del av elevernas mentala resurser
infor framtiden. Men ocksa i fridga om sjilva problemen dr man noga — man har mer
eller mindre explicita kvalitetskrav i friga om dem. Bade nér det géller problem och
l6sningsmetoder géller det att syssla med sddant som &r av betydelse for framtiden som
till exempel begreppslig utveckling, skicklighet och samhéllelig relevans. Balansen
mellan vad som &r viktig matematik ur samhéllets och yrkeslivets synvinkel & ena sidan
och vad som &r viktig matematik ur matematikens egen synvinkel aterspeglas i de
problem som man vill att eleverna ska sysselsétta sig med och de losningsmetoder som
man hoppas att de ska ldra sig.

Nér man planerar problemldsning som en aktivitet i skolsammanhang méaste man gora
kompromisser som har att géra med att eleverna &r olika. Det som &r ett problem for en
ar inte nodvandigtvis ett problem for en annan, atminstone inte med avseende pa hur
eleverna sjélva upplever det. ”Det &r inte ett problem for mig” kan betyda bade ”Det dar
kénner jag inte att jag behover hitta en 10sning till” och ”Det dér klarar jag vl enkelt”.
En upplevelse att man har ett problem, ocksa i ett matematiskt sammanhang, innebar en
motivation att finna en 16sning och en samtidig upplevelse att man dnnu inte vet hur
man ska finna den. Om négotdera villkoret inte dr uppfyllt sysslar man i strikt mening
inte med problemldsning.

Mera generellt omfattar skolmatematiken uppgifter, som i vissa fall upplevs som
problem, i andra inte. Att utfora en uppgift som inte upplevs som ett problem kan vara
vardefullt i sig, till exempel med tanke pa starkande av rutinfardigheter eller som ett steg
1 en begreppsutveckling. Uppgifter som dr avsedda som problem kan alltsa ibland
fungera vél pa ett annat sétt, men motivationsfaktorn kan ocksé forhindra att de har
nagon effekt alls. Ocksé elever som fran borjan dr vélmotiverade kan efterhand bli
mindre motiverade att fortsitta med en uppgift, om utmaningen upplevs som for stor
eller for liten.

Det sitt pa vilket olika uppgifter sammanlénkas med varandra, oberoende av om de av
eleverna uppfattas som problem eller inte, r av stor betydelse bade med tanke pa den
bild som uppgifterna formedlar av matematikens struktur och pa det sétt de stoder
varandra i ldrandeprocessen. Ett under langa tider dominant sétt att se pa saken
karakteriserade skolmatematiken som en linjar progression av uppgifter, vilka eleverna
klarade av i nagot olika takt, men i princip sa att man inte avvek frén ordningsfoljden.
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Detta synsitt har efterhand modifierats, d&ven om det i storre eller mindre utstrdckning
kvarstér eftersom det uppfattas som grundat i en logisk struktur fér den begreppsliga
utvecklingen. Modifikationen innebér bland annat att man accepterar att vissa uppgifter
hor hemma pa fler én ett stille, att de kanske mer 4n ndgonting annat fungerar som
lankar mellan de olika delarna av matematiken eller att de gor det mojligt att
exemplifiera vitt skilda tillvigagangssatt inom matematiken. Sddana matematiskt rika
matematikuppgifter kan ocksa utgora nyckeluppgifter med avseende pé
larandeprocessen, om man utnyttjar deras inbyggda majligheter.

Vill man alltsa argumentera for att vissa uppgifter passar vél for problemldsning inom
skolmatematiken kan man utgd fran uppgifternas potential med avseende pa

* larande av matematik som &r av betydelse i ett framtidsperspektiv
*  motivation

*  utmaning pé en lamplig niva.

Dessa aspekter ar individrelativa, sa att uppgifter i princip fungerar olika bra for olika
elever. De dr dessutom subjektiva i den betydelsen att eleven kanske gor en annan
bedomning av uppgifternas ldmplighet an vad ldraren gor. Det senare kanske inte ar sa
allvarligt i en klassrumsmiljo dar det dr ldraren som fattar de viktiga besluten, men i ju
hogre grad man efterstrivar att eleverna verkligen ska dga problemen, desto mer
relevant blir det.

Det finns med andra ord en hel del att beakta redan i valet av uppgifter, nér det géller
problemlosning i klassen, och det kan vara svart att balansera de olika aspekterna mot
varandra. Man kunde ocksa tycka att olika larare skulle vara bendgna att gora olika
bedomningar av uppgifters lamplighet. Detta kunde komma sig av att de har olika
erfarenheter av undervisning pa ett probleminriktat sétt och kanske ocksa av att de har
personliga preferenser i fraga om uppgiftstyper. Det forekommer i alla fall en viss
likriktning av uppfattningarna, sa att manga enskilda uppgifter pa ett alldeles klart sétt
uppfattas som goda utgdngspunkter for problemlosning, och denna likriktning tenderar
att standardisera vad man sysslar med. Ett gott exempel &r uppgiften:

”En rektangels langd 6kas med 10 % samtidigt som dess bredd minskas med 10 %. P&
vilket sétt fordndras rektangelns area?”

I olika varianter &r den ofta forekommande i ldrobocker i matematik. Det &r 14tt att
argumentera for att det faktiskt dr en god uppgift utgéende fran dess rent matematiska
kvalitéer. Andra uppgifter kan for manga elever forena matematiska kvalitéer med hog
motivationspotential. Ett exempel ar foljande:
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”Du har ett fyraliterskarl och ett nioliterskérl och tillgang till vatten i en sj6. Din uppgift
ar att ta upp exakt sex liter vatten ur sjon. Du har inga andra hjdlpmedel till hands. Hur
klarar du av det?”

Forekomsten av goda matematikuppgifter, som dverforts fran generation till generation,
antyder forekomsten av ett alldeles speciellt kulturarv, som har sitt ursprung i nyttig
matematik och som efterhand forddlats genom abstraktion och idealisering. De uppgifter
som utgor hornstenar i detta kulturarv representerar tidigare lérares erfarenheter av vad
som fungerat vél med tanke pé larandet av viktig matematik, motivation och l&dmpliga
utmaningar.

Problemldsning i ett skolperspektiv kriver en fungerande bas av lampliga uppgifter. Den
ar ocksa i hog grad beroende av elevernas individuella forutsittningar att arbeta med
sddana uppgifter och att den situation som arbetet utfors i 4r gynnsam. I detta
sammanhang ska vi inte gd ndrmare in pd de psykologiska och sociala aspekterna av
matematisk problemldsning (som enskilt lirande och som larande i grupp). Mycket av
det dr foremal for forskning inom matematikdidaktiken. Eftersom de olika aspekterna
samverkar, ar det svart att studera dem enskilt, och man har ofta ansett det viardefullt att
bedriva forskningen via integrerade perspektiv. Den ligger dd ndrmare den reella
situation som ldraren upplever i klassen. A andra sidan #r det nyttigt att vid behov kunna
tillimpa ett variabeltinkande pa problemldsandet, sa att man atminstone temporart
bortser fran vissa psykologiska och sociala variabler, som i specifika situationer kan
gdra matematiskt rika matematikuppgifter mindre vél fungerande. Det innebér att man
lagger huvudfokus pa det matematiska innehallet, utan att glomma bort hur viktiga de
psykologiska och sociala aspekterna ir.
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