Skolverket

Undervisa matematik utifran
problemlosning, gy

(Vid revidering av modulen har vi anvant delar av innehallet i modulen
Probleml6sning for &k 7-9. Vi har aven kompletterat med Problembanken fran
samma modul.)

Problemldsning har en sarstallning i matematikundervisningen. | Gy11 ar
probleml6sning framskriven bade som en formaga och som ett centralt innehall
genom vilket alla formagor kan utvecklas — inte enbart férmagan att l6sa problem.
Probleml6sning ar saledes bade mal och medel i matematikundervisningen. Att
undervisa genom problemldsning i syfte att lyfta alla férmagor och att géra det pa
ett satt sa att alla elever blir delaktiga, utmanas, utvecklas och bidrar till varandras
larande inrymmer bade stora mojligheter och &r en stor pedagogisk utmaning.
Syftet med den h&r modulen ar att ge dig som larare stod och verktyg for att ta dig
an den utmaningen.

Modulen bestar av atta delar med foljande rubriker:

Matematiska problem och problemlésning
Problemldsning och centralt innehall

En undervisningsmetod
Klassrumsnormer

Strategier

Matematisk modellering

Argumentation och bevis

BedOdmning

ONokwhE

Del 1 innehaller texter och 6vningar som introducerar problemlésning. Tanken &r
har att du ska borja fundera pa problemldsningens roll i matematikundervisningen.
| del 2 tar vi upp problemlésning som en del av det centrala innehallet. | del 3 far
du bekanta dig med en undervisningsmetod som anvands i Japan och i del 4
beskrivs olika klassrumsnormer som sedan vidareutvecklas i del 5, strategier.
Utdver detta innehaller modulen aven aspekter som matematisk modellering i del
6, argumentation och bevis i del 7 och slutligen bedémning i del 8.

| Problembanken finns ett antal matematikuppgifter. De matematiska omraden
som tas upp berdr geometri, kombinatorik, talteori och algebra. Uppgifterna &r
framforallt valda for dig som larare och kan anvandas som ett diskussionsunderlag
vid de kollegiala traffarna. Var ambition ar att du, med viss anpassning, ska kunna
préva uppgifterna i din egen undervisning. Om detta inte & majligt kan du
komplettera med egna uppgifter. | modulen finns ocksa ett fordjupningsmaterial.

Ansvariga for modulen

Lulea tekniska universitet, i samarbete med Stockholms universitet, Kungliga
Tekniska Hogskolan och Abo Akademi.
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Del 2. ProblemlGsning och centralt
innehall

Problemlésning har under lang tid ansetts vara en separat del av
matematikundervisningen. | tidigare laroplan (Lpf 94) har begreppet
problemlésning bara tagits upp i den generella beskrivningen av @mnet. | och med
inforandet av Gy11 har problemlésningens roll i undervisningen fortydligats
ytterligare da det inte bara tas upp som en av de matematiska férmagorna utan
aven som en del i det centrala innehallet.

Om man forsoker att integrera problemldsning i klassrumsundervisningen, s att
man undervisar en storre del av kursens centrala innehall genom problemlésning
blir undervisningen mer stimulerande och kan leda till ett battre larande samt foljer
styrdokumentens intentioner.

Malet med den har delen &r att du ska undervisa nagot centralt innehall genom
problemlésning. Du ska aven analysera det laromedel du anvander dig av,
uppmarksamma de problemuppgifter som laromedlet innehaller samt planera for
en lektion utifran materialet.

Del 2: Moment A —individuell forberedelse
Las

Forbered dig genom att lasa texten "Att undervisa centralt innehall genom
problemltsning”. | texten diskuteras bland annat hur man kan fa problemlésning
att vara stimulerande och leda till matematiklarande. Las aven texten "Ett
lektionsexempel: Cirkelns ekvation”, som visar ett exempel pa en
undervisningssekvens.

Ha foljande fragor i atanke nar du laser texterna:

* Vilka erfarenheter har du som motséager eller stédjer det som sags i texterna?

* Vilket centralt innehall skulle du vilja undervisa genom problemlésning?
Varfor?

® Vilka fordelar och nackdelar ser du med att anpassa och utveckla befintliga
problemuppgifter?

Nar du laser texterna ska du valja ut tva citat som du vill uppmarksamma. Efter
varje citat skriver du ned dina egna kommentarer. Ta med dig dessa till moment B.

Se film

Du ska ocksa se en lektionsfilm, som genomfors i en hdgstadieklass, men
innehallet som behandlas &r i detta sammanhang inte det vasentliga. Fokusera pa
hur lararen har strukturerat lektionen och hur eleverna samspelar. Gor
stodanteckningar om sadant som du lagger marke till betraffande undervisningen.
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Analysera laromedel

Valj ett centralt innehall som du vill undervisa om.
Undersok innehallet i nagon larobok som du anvander i undervisningen. Studera
var problemuppgifter om ditt centrala innehall forekommer.

* Vilka typer av uppgifter handlar det om?
®* Presenteras problemuppgifterna invavda i kursen eller som separata delar?

Ta med din laroboksanalys till moment B.

Material

Att undervisa centralt innehall genom problemldsning
M. Cronhjort och H. Thunberg

Ett lektionsexempel: Cirkelns ekvation
M. Cronhjort och H. Thunberg

En lektion pa hogstadiet — division med tal i decimalform
Filformatet kan inte skrivas ut.
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Matematik — gymnasieskola

Modul: Undervisa matematik utifran problemlésning
Del 2: Probleml6sning och centralt innehall

Att undervisa centralt innehall genom problemlésning

Mikael Cronhjort och Hans Thunberg, KTH

Probleml6sning ér en sjélvklar del av matematiken. Vi vill inspirera till att integrera
problemldsning i den vanliga klassrumsundervisningen, och till att undervisa en storre
del av kursens centrala innehéll genom problemldsning, istéllet for att se problemldsning
som en isolerad aktivitet vid sidan av det resterande innehallet. Vi tror att detta foljer
styrdokumentens intentioner, och kan gdra undervisningen mer stimulerande och kan
leda till ett battre larande. Det dr viktigt att alla elever far arbeta med problemldsning,
och att det inte uppfattas som en extra aktivitet, till exempel for de elever som arbetat
klart.

I &mnesplanen i matematik for gymnasieskolan har problemlosning en sérstdllning.
Problemldsning ar en av de formagor som eleverna skall ges mojlighet att utveckla
genom undervisningen, och problemldsning forekommer d4ven som ett kunskapsomrade
1 beskrivningen av det centrala innehéllet i samtliga kurser.

Under rubriken Amnets syfte star bland annat att
Undervisningen ska (...) ge utrymme &t problemldsning bdde som mal och medel.

Problemldsning som medel kan tolkas som syftande pa att anvidnda probleml6sning som
en metod for att undervisa om ndgon annan forméga eller om nadgon annan del av det
centrala innehallet. Ett sddant arbetssétt bidrar ocksa till att forverkliga de 6vergripande
mal som anges tidigare i samma stycke

Undervisningen ska innehalla varierande arbetsformer och arbetssétt, dér
undersokande aktiviteter utgor en del. (...) Vidare ska den ge eleverna utmaningar
samt erfarenhet av matematikens logik, generaliserbarhet, kreativa kvaliteter och
mangfacetterade karaktar.

Syftet med denna text 4r att visa pa hur problemlosning kan anvéndas som ett medel for
att undervisa en given del av det centrala innehallet, till exempel rdkning med potenser.
Idén med s&dan undervisning dr att eleverna inte bara ska 6va pa procedurer och
raknelagar, som forevisats av lararen eller ldroboken, utan ocksa sjilva vara med och
uppticka monster, metoder och samband. Pa sa sétt fir eleverna stérre mojligheter att
skapa mening och sammanhang, vilket stirker larandet.

Detta stiller vissa krav pa problemuppgifterna, de maste fokusera pa det aktuella
centrala innehallet och ocksé hjilpa eleverna att utveckla forstielse for viktiga begrepp,
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samband och metoder. Texten kommer darfor att diskutera olika typer av
problemuppgifter och hur man kan planera lektioner for denna typ av undervisning.

Olika typer av problem passar for olika syften

Det kan vara svart att i undervisningssammanhang dra en skarp grins mellan
problemuppgifter och andra uppgifter. Man brukar definiera ett problem (eller en
problemuppgift) som en dvningsuppgift som eleven vid den aktuella tidpunkten saknar
standardmetod for att 16sa. Vilka uppgifter som utgoér problem beror alltsd pa vem som
skall 16sa uppgiften och vid vilket stadium i sin matematikutveckling eleven ifrdga
befinner sig. Att 16sa en andragradsekvation &r exempelvis ett svart problem for den som
inte har lért sig att anvénda kvadratkomplettering eller den sa kallade pq-formeln”,
medan samma uppgift dr en rutinuppgift for den som vet hur man ska ga till viga. Pa
samma sdtt kan uppgiften att bevisa Pythagoras sats vara alltifran ett mycket svért
problem till en uppgift av standardkaraktér.

Det finns manga olika typer av problemuppgifter. Négra typer som forekommer i
gymnasieundervisning &r:

*  Kontextualiserade problem handlar om en situation, t.ex. i vardagen eller
yrkeslivet. Dessa kan ocksé kallas textproblem. De kan behdva tolkas, mer eller
mindre fritt, som en matematisk modell innan man 16ser problemet.
Problemformuleringen kan helt sakna matematiskt sprak. Motsatsen kan kallas
inom-matematiska problem, som saknar utom-matematiska kopplingar.

«  Oppna problem brukar man kalla problemuppgifter dir formuleringen #r sidan att
man kan ténka sig sévél olika losningsmetoder som olika svar. S& ar till exempel
fallet med kontextualiserade uppgifter dir inte alla forutsédttningar ér givna.

*  Rika problem som begrepp introduceras av Hagland mfl (2005). De anger sju
kriterier som ska uppfyllas for att ett problem ska betraktas som rikt. Bland annat
krévs att problemet ska gé att arbeta med pa olika kognitiva nivéer. Enklare
specialfall av fragestdllningen kan kanske undersokas genom prévning eller genom
laborativt arbete, medan det krdvs matematiska algebraiska resonemang av
beviskaraktér for att besvara fragan i sin fulla omfattning. De sa kallade
aspektuppgifterna som anvénts pa nationella prov i matematik &r ofta konstruerade
pa detta sitt. Rika problem ska ocksa kunna l6sas pa flera olika sitt, med olika
strategier och representationer.

*  Kluringar syftar ofta pa problem lite vid sidan av de matematiska allfarvdgarna.
Ofta kriver losningen ndgon for problemtypen speciell typ av knep eller tankefigur.
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Dessa typer av problem kan ge forutséttningar for eleverna att utveckla olika féormagor
som modelleringsférmaga, resonemangsféormaga, kommunikationsformaga och
naturligtvis dven problemlosningsformaga.

Varje typ av problemuppgifter har dock sina didaktiska begrasningar och risker.
Karlsson och Kilborn (2013) jamfor svenska och ryska kursplaner i matematik for
arskurs 1 — 6. Bland annat pekar man pa att problemldsning har en tydligare definierad
roll i den ryska kursplanen, och att problemlosningen dir ocksé kopplas tydligare till
Ovrigt centralt innehall. Man skriver ocksa att

Det som betonas [i den ryska kursplanen] &r att problemldsning i forsta hand ska
ske med matematiska metoder, inte genom att gissa och prova. (...)
Problemlosning ar déarfor ingen fristdende rubrik, som i den svenska kursplanen,
utan ska genomsyra alla delar av det centrala innehéllet. Lagg speciellt marke till,
att i den ryska kursplanen varnas det for att arbete med sadana “kluringar” som
saknar matematiskt idéinnehall, eftersom detta ger en felaktig bild av
matematikens natur.

(Karlsson och Kilborn 2013)

Vi vill dven fasta uppmérksamhet vid att arbete med 6ppna eller rika problem kan leda
till att elever fastnar i losningsmetoder pa lagre niva (som till exempel provning) istéllet
for att lara sig behirska vissa metoder och begrepp eller att se generella samband.
Elevernas kunskapsbrister kan forbli osynliga om de kan 16sa uppgifterna med metoder
pa lagre niva, metoder som sedan &r helt otillrdckliga i andra sammanhang. Det dr darfor
viktigt att ldraren uppmérksammar nir detta hinder och stottar eleven i frdga att komma
vidare i sin matematiska kunskapsutveckling.

Niér syftet dr att anvdnda problemuppgifter som medel for att undervisa ett visst centralt
innehall r det viktigt att elevernas arbete med uppgifterna verkligen fokuserar mot det
tankta mélet. Rika eller 6ppna problem och kluringar dr da inte alltid 1&mpliga. I det hér
sammanhanget kan det vara en nackdel att ett problem erbjuder vitt skilda
16sningsmetoder. Vi fortsdtter med att diskutera hur man hittar eller konstruerar problem
lampade for att undervisa om ett utvalt centralt innehall.

Att planera for undervisning genom problemldsning

Undervisning har ofta formen av att lararen forst presenterar ett nytt begrepp eller en
metod, varpa eleverna arbetar enskilt med att 16sa dvningsuppgifter av rutinkaraktir. En
fara med denna undervisningsform &r att eleverna endast fokuserar pé att anvinda
formler och berdkningsmetoder. Utdver detta kan eleverna dven reflektera 6ver hur
formlerna hirleds, nir de far anvéndas, vilka samband som finns med andra formler och
metoder, eller varfor de berdkningsmetoder man anvénder faktiskt ger det 6nskade
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resultatet. Detta kan i sin tur innebéra att de procedurer man ovar pa latt gloms bort da
de inte inordnas i ett begreppsligt sammanhang.

Att undervisa genom problemlosning kan ge eleverna béttre mojligheter att se samband
mellan olika matematiska begrepp och att anvénda eller anpassa standardmetoder i nya
situationer. For att detta ska vara framgéngsrikt kravs béde en effektiv kommunikation i
klassrummet och noga valda problem, ofta en sekvens av problem, som succesivt leder
fram till ett nytt begrepp eller samband. S&vail instruktioner som problemuppgifter méste
med andra ord utformas sé att de leder eleverna till att arbeta med just det centrala
innehall som avses.

Som exempel kan vi tdnka oss en lektion som syftar till att undervisa om potenslagarna
och hur dessa anvinds vid berdkningar. Lét oss forutsétta att eleverna sedan tidigare &r
fortrogna med potenser med positiva heltalsexponenter som ett forkortat skrivsatt for
upprepad multiplikation, och i enkla fall kan skriva om vérdet av sddana uttryck till ett
uttryck utan potenser. En enkel skiss till planering skulle kunna se ut pa foljande sétt.

1. Léraren inleder lektionen med att i helklass kortfattat repetera potensnotation med
positiva heltalsexponenter, och forklarar dérefter att eleverna nu sjdlva ska fa leta
efter monster som uppstar vid multiplikation av potensuttryck.

2. Eleverna far individuellt eller i mindre grupper experimentera med att berdkna

numeriska uttryck av formen x“x” och uttrycka svaret som en potens av x, for att
sedan forsoka formulera det monster de ser i savél ord som i en generell formel.
Kanske kan eleverna ocksé forsoka formulera ett generellt resonemang (det vill
séga ett bevis) for sin generella formel.

3. Eleverna redovisar vad de funnit i en lararledd helklassdiskussion. Lararen
sammanfattar, formulerar potenslagen for multiplikation av uttryck med samma
bas, och genomfor tillsammans med klassen ett bevis for detta.

4. Lektionen avslutas med att eleverna arbetar med ett kontextuellt problem som leder
fram till en tillimpning eller konkret tolkning av det generella abstrakta resultatet.

Det viktiga i den hér typen av undervisning ar att problemen ar &ndamaélsenliga och att
lararen organiserar undervisningen pa ett strukturerat sétt. Det handlar om ett slags
forhallningssétt man har som lédrare. Ett exempel pa detta ges av lararen Bengt Drath i
videoklippet ”En lektion om division med tal i decimalform”. Precis som i exemplet
ovan anvénds inom-matematiska uppgifter, och de ar av en typ som vanligtvis skulle
betraktas som rena proceduruppgifter — den forsta uppgift som eleverna arbetar med ar
berdkna kvoten 6 dividerat med 0.1. Genom att eleverna uppmanas att arbeta med att
finna olika strategier for att genomfora berdkningen, och sedan ocksa forklara sina
strategier, ges arbetet en karaktir av ett Oppet problem. I lararledda helklassdiskussioner
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summeras resultaten och liraren tydliggér de monster som eleverna har upptickt. For att
styra eleverna till att 14ra sig ett visst centralt innehall anvinder lararen uppgifter som &r
endast delvis 6ppna. Man begrénsar valen av 10sningsmetod for att ge trining och
perspektiv pa det aktuella centrala innehallet. Gullbrand (2013) beskriver fler exempel
pa hur ldrare organiserar sin undervisning i samband med problemldsning. Det framhalls
som viktigt att ldraren initierar och leder processen, stddjer eleverna i deras samtal och
funderingar under arbetets gang sé att det inte fastnar eller kommer pa villospér, och
slutligen sammanfattar och summerar.

Problemuppgifter

For att underlétta att 4 in problemldsning som arbetsform i alla delar av en kurs &r det
bra att ha ett stort forrdd av problemuppgifter som man kan anvinda. Som ett forsta steg
for att utoka sin personliga uppgiftsbank kan man bekanta sig med det utbud av
problemuppgifter som finns i olika ldromedel. Laromedlen kan &ven ge exempel pa
olika sétt att arbeta med problem. Problemuppgifterna kan finnas dels blandade med
standarduppgifter, dels samlade i speciella avsnitt. Manga larobdcker har ndgon sorts
markering for att gora det lattare att hitta uppgifter som inte ar standarduppgifter. De
kan exempelvis kallas aktivitet, gruppaktiviteter, kommunicera, upptédck och visa,
digitala rutan, utmaning eller aspektuppgift. Bland dessa kan man hitta uppgifter av
problemldsningskaraktér.

Det finns dven andra kéllor dar man kan hitta problemuppgifter. Nationellt centrum for
matematikutbildning (NCM) har pé sin hemsida lankar till problem, bland annat fran
Kéngurutidvlingen. Man kan ocksa anvinda aspektuppgifter fran offentliggjorda
nationella prov som ett material for problemldsning i grupp.

Nér man vill anvénda problemldsning som ett medel att undervisa ett givet centralt
innehall, stills det flera krav pa de problemuppgifter eleverna ska arbeta med. Onskvirt
ar att uppgifterna

+  fokuserar pa det aktuella centrala innehéallet

»  stddjer eleverna i att konstruera centrala begrepp och sammanhang

+ artillrickligt 6ppna for att det ska finnas nagot att diskutera eller jimfora

*  &r pa ratt niva for eleverna.

I de fall man arbetar med kontextuella problem, dr det ocksa viktigt att beakta
mojligheten till programinfargning.
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For en given situation ér det inte alltid man hittar lampliga uppgifter i larobdcker eller i
andra killor. D& kan man behova modifiera befintliga uppgifter eller sjidlv konstruera
lampliga problem. Hér foljer nagra tips pa hur man kan gé till viga.

1. Anvind standarduppgifter med problemldsning som arbetsform, som i videoklippet
“En lektion om division med tal i decimalform” med Bengt Drath.
2. Anviand ett undersékande arbetsitt, som i exemplet pa en lektion om potensrakning.

3. Gor om standarduppgifter till problemuppgifter genom att ge svaret och be eleverna
att konstruera fragor som kan ge svaret (Prestage och Perks, 2001). Exempel pa
sadana uppgifter kan vara

‘ Vilka rétvinkliga trianglar kan ni hitta som har hypotenusan 17? ‘

eller

‘ Vilka andragradsekvationer har 16sningen x = 5 eller x =-2? ‘

4. Svarighetsnivan kan varieras genom att vélja enklare eller svarare numeriska
vérden pa konstanter och koefficienter, anvidnda bokstéver istillet for numeriska
vérden, eller ge mer eller mindre information. Exemplet ovan, dir man soker
andragradsekvationer som har en viss 16sning, blir enklare om man séger att
16sningen ska vara x = 1 eller x = 3, men svarare om man istéllet kréver att x = a
eller x = b ska utgdra ekvationens 16sningar.

5. Om malet med lektionen é&r att undervisa om en speciell 10sningsmetod eller ett
visst samband, kan man anvénda sig av en f6ljd av uppgifter som i sma steg leder
fram till en hérledning av metoden eller sambandet. Genom att uppgifterna
aterspeglar hérledningens form, blir elevernas 16sningar sammantaget ndgot av en
tankekarta ver 16sningsmetoden/sambandet, dess hirledning och dess kopplingar
till narliggande matematiska begrepp. Uppgifterna i texten ”Ett lektionsexempel —
Cirkelns ekvation” dr konstruerade enligt denna princip.

Det ar alltid bra att kritiskt granska sin undervisning och vara beredd att modifiera de
problemuppgifter som man anvénder. Det som har fungerat i en klass fungerar inte
nodvindigtvis i en annan. Man kan behdva anpassa till exempel problemens kontext
eller svérighetsgrad till det program eller den grupp som man undervisar.

Att arbeta tillsammans med sina kollegor och att dela erfarenheter kan bade underlétta
och berika processen nir man vill utveckla eget material. Feedback fran elever kan
ocksa vara till god hjélp. Det kanske viktigaste dr att vaga prova sig fram. Vid forsta
forsoket blir sdllan allting som man ténkt sig, men varje forsok ger mera erfarenhet, och
dérmed forutsittningar for att forbattra materialet fran gang till géng.
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Matematik — gymnasieskola

Modul: Undervisa matematik utifran problemlésning
Del 2: Probleml6sning och centralt innehall

Ett lektionsexempel: Cirkelns ekvation

Hans Thunberg och Mikael Cronhjort, KTH

Har f6ljer ett exempel pa en undervisningssekvens som syftar till att undervisa om
avstandsformeln i planet och cirkelns ekvation. Detta exempel maste naturligtvis
anpassas till elevgruppens forutséttningar. Har ges ocksa tillfdlle att tillimpa de
generella strategierna for problemldsning som att forst forenkla och studera specialfall
och att rita figurer. Mer om strategier kommer i del 4.

Avstandsformeln

L Gemensam utgangspunkt for arbetet dr Pythagoras sats (som elevernas antas
ha jobbat med tidigare). Lararen kan skriva upp formeln pé tavlan och
besvara eventuella fragor.

II. Eleverna far sétta sig i grupper och arbeta med foljande sekvens av problem.
Eleverna kan arbeta gruppvis hela tiden, eller forst arbeta med problemen
individuellt f6r att sedan gruppvis jamfora och diskutera sina 16sningar med
varandra. Lararen ror sig under tiden i klassrummet och stddjer eleverna i
deras arbete.

1. Berdkna avstdndet mellan origo och punkten med koordinater
a) (3,-4) b) (2,5)
Rita tydliga figurer och forklara alla beteckningar som infors.

2. Berékna avstdndet mellan punkterna
a) (2,3)och (3,5) b) (2,3) och (3, -4)
Rita tydliga figurer och forklara alla beteckningar som infors.

3. Formulera ett generellt uttryck for avstandet d mellan tva godtyckliga
punkter i planet. Forklara ocksé varfor vi kan vara sikra pé att ditt
uttryck verkligen ger avstandet mellan punkterna, det vill sdga du ska
bevisa att din formel dr korrekt. Rita ocksé en tydlig figur och
forklara alla beteckningar som infors.

I vissa elevgrupper ar det kanske bést att gé direkt pa uppgift 3,
lararen kan da istillet introducera uppgifter i stil med uppgift 1 och 2
till de elever eller elevgrupper som behover hjélp med att hitta en
ingang till det generella problemet.

Ett lektionsexempel: Cirkelns ekvation Augusti 2014. Reviderad juli 2021.
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I1I.

Sammanfatta i helklass med fokus pa den generella avstdndsformeln och
dess hirledning genom att en grupp presenterar sin 16sning. Fraga om andra
grupper har gjort pa andra sitt. Diskutera om alla varianter ar ratt.
Eventuella felaktiga formler kan avsldjas genom att prova pé ett specialfall
och till exempel jamfora med métning i en figur. Uppmuntra eleverna att
sjdlva bedoma rimligheten. Det kan ocksa vara ldmpligt att papeka att om
eleverna stélls infor ett problem som detta, att bestimma en generell formel,
sa kan en strategi vara att undersdka négra exempel, och dé borja med
exempel som verkar enkelt for att sedan gé vidare till ndgot som verkar lite
svarare.

Cirkelns ekvation

IVv.

VL

VIL

Diskutera i helklass vad det dr som karaktériserar en cirkel. Innan eleverna
arbetar vidare pa egen hand bor man i helklass ha etablerat pastaendet att
”En cirkel med medelpunkt M och radie » bestar precis av alla de punkter
som befinner sig pd avstandet  ifran punkten M.

Eleverna arbetar pa samma sétt som tidigare med foljande uppgifter.

4. Formulera en ekvation som sdger att punkten P med koordinater (u,
v) befinner sig pa avstand 3 lingdenheter ifran origo. Rita en figur
som visar mojliga ldgen for punkten P.

5. Formulera en ekvation som séger att punkten O med koordinater (w,
z) befinner sig pé avstdnd 4 lingdenheter ifran punkten med
koordinater (-1, 2). Rita en figur som visar mojliga ldgen for punkten

0.

6. Formulera en ekvation i variablerna x och y som &r uppfylld precis
for de punkter (x, y) som ligger pé cirkeln med radie » och
medelpunkt (a, b). Rita en figur som illusterar situationen.

I vissa elevgrupper ér det kanske dven hér lampligast att g& direkt pa det
generella problemet i uppgift 6, och foresla specialfall som i uppgift 4 och 5
for de elever som behdver hjélp att hitta en ingéng.

Summera i helklass genom att elevgrupper féar redovisa sin 16sning av
uppgift 5 och 6. Diskutera alternativa 10sningar, och visa eventuellt hur
Pythagoras sats direkt kan leda oss till cirkelns ekvation, eller diskutera
specialfallet enhetscirkeln och de trigonometriska funktionerna.

Som en sista fas far eleverna arbeta vidare till exempel med att
(1) 16sa kontextualiserade problem som tillimpar avstdndsformeln och
cirkelns ekvation;

Ett lektionsexempel: Cirkelns ekvation Augusti 2014. Reviderad juli 2021.
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(i1) med hjélp av grafritande rdknare eller motsvarande experimentera med
variationer pé cirkelns ekvation, det vill sdga andra kégelsnitt;

(iii) 6va att snabbt kunna skissera en cirkel i ett xy-koordinatsystem utifran
given ekvation, och sedan kontrollera sin gissning med hjélp av sin
grafritande riknare;

(iv) generalisera till avstdndsformeln i tre dimensioner och sfarens ekvation;
(v) generalisera till olikheter som beskriver cirkelskivor och deras
komplement.
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Del 2: Moment B — kollegialt arbete

Diskutera

® Vilka citat har ni uppméarksammat? Kommentera och reflektera dver dessa.

® Vilka erfarenheter har ni som motsager eller stodjer det som sags i texterna?

* Vilka fordelar och nackdelar ser ni med att anpassa och utveckla befintliga
problemuppgifter?

* Vilket centralt innehall valde ni i er laroboksanalys? Varfor?

Diskutera filmen utifran de stédanteckningar som ni gjort. Det kan till exempel vara
intressant att lyfta fram nagot som flera personer har uppmarksammat, men ocksa
sadant som bara en av er har uppmarksammat.

® Vad har ni lagt marke till? Vad var det som gjorde att ni fastnade for just det?

® Sag ni nagot som ni skulle vilja anvanda i er undervisning?

® Kunde ni se nagot under lektionen som avslojade lararens planering och
forberedelse?

Forbered infor moment C

Planera en lektion som tar upp ett centralt innehall genom problemlésning. Anvand
det centrala innehall som valdes i moment A. Lat er ocksa inspireras av texten "Ett
lektionstillfalle: Cirkels ekvation” vid er planering.

Anvand era laroboksanalyser och de problemuppgifter ni hittat i larobockerna eller
i Problembanken.

Tank pa att ett specifikt innehall kan undervisas pa flera satt. Ni kan darfér ha valt
samma centrala innehall, men med olika mal och metoder. Se diskussionen er
kollegor emellan som ett hjalpmedel for att vidareutveckla era planeringar.

Del 2: Moment C — aktivitet

| detta moment ska du genomfdra din planerade lektion/aktivitet.

Skriv ner, med korta stodord, iakttagelser du uppméarksammar under lektionen.
Efter lektionen sammanfattar du dina erfarenheter. Skulle du vilja &ndra pa
lektionens innehall och upplagg till nasta gang?

Ta med dina anteckningar till nasta gemensamma traff, moment D.

Du kan aven vélja att besdka en kollegas lektion och analysera denna. Planera i
sa fall hur detta ska organiseras.

Del 2: Moment D — gemensam uppfdljning

Diskutera

® Hur fungerade lektionsplaneringen? Vad fungerade bra/mindre bra? Vad kan
utvecklas?
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® Beskriv en situation du sarskilt uppmarksammade.
® Hur kan du utveckla undervisning av det centrala innehallet genom
problemlésning?

Skriv

Skriv en kort personlig sammanfattning och spara den tillsammans med dina
ovriga anteckningar.

Fordjupa dig

Om du ar intresserad av att lasa mer inom det har omradet sa hittar du mer
material i modulens férdjupning.

Fordjupning
Fordjupning gymnasieskola

Del 2. Problemldsning och centralt innehall

Gullbrand, A. (2012). Matematikundervisning genom problemlésning. http://ncm.gu.

se/media/luma/GE-2012/Gullbrand_Examensarbete_slutversion.pdf

Petersson, H. (2013). Problemlésningens grunder. Lund: Studentlitteratur.
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