Skolverket

Undervisa matematik utifran
problemlosning, gy

(Vid revidering av modulen har vi anvant delar av innehallet i modulen
Probleml6sning for &k 7-9. Vi har aven kompletterat med Problembanken fran
samma modul.)

Problemldsning har en sarstallning i matematikundervisningen. | Gy11 ar
probleml6sning framskriven bade som en formaga och som ett centralt innehall
genom vilket alla formagor kan utvecklas — inte enbart férmagan att l6sa problem.
Probleml6sning ar saledes bade mal och medel i matematikundervisningen. Att
undervisa genom problemldsning i syfte att lyfta alla férmagor och att géra det pa
ett satt sa att alla elever blir delaktiga, utmanas, utvecklas och bidrar till varandras
larande inrymmer bade stora mojligheter och &r en stor pedagogisk utmaning.
Syftet med den h&r modulen ar att ge dig som larare stod och verktyg for att ta dig
an den utmaningen.

Modulen bestar av atta delar med foljande rubriker:

Matematiska problem och problemlésning
Problemldsning och centralt innehall

En undervisningsmetod
Klassrumsnormer

Strategier

Matematisk modellering

Argumentation och bevis

BedOdmning

ONokwhE

Del 1 innehaller texter och 6vningar som introducerar problemlésning. Tanken &r
har att du ska borja fundera pa problemldsningens roll i matematikundervisningen.
| del 2 tar vi upp problemlésning som en del av det centrala innehallet. | del 3 far
du bekanta dig med en undervisningsmetod som anvands i Japan och i del 4
beskrivs olika klassrumsnormer som sedan vidareutvecklas i del 5, strategier.
Utdver detta innehaller modulen aven aspekter som matematisk modellering i del
6, argumentation och bevis i del 7 och slutligen bedémning i del 8.

| Problembanken finns ett antal matematikuppgifter. De matematiska omraden
som tas upp berdr geometri, kombinatorik, talteori och algebra. Uppgifterna &r
framforallt valda for dig som larare och kan anvandas som ett diskussionsunderlag
vid de kollegiala traffarna. Var ambition ar att du, med viss anpassning, ska kunna
préva uppgifterna i din egen undervisning. Om detta inte & majligt kan du
komplettera med egna uppgifter. | modulen finns ocksa ett fordjupningsmaterial.

Ansvariga for modulen

Lulea tekniska universitet, i samarbete med Stockholms universitet, Kungliga
Tekniska Hogskolan och Abo Akademi.
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Del 5. Strategier

Genom att lasa texten "Om strategier” i Moment A far du inblick i olika strategier
som kan anvandas vid problemlésning. Du far aven mojlighet att fundera pa vilket
satt du kan stotta eleverna att valja och utveckla sina problemlésningsstrategier.

Malet med den har delen ar att du ska férdjupa dina kunskaper om olika strategival
vid problemldsning. Dessutom ska du planera en lektion for att konkretisera detta.

Del 5: Moment A —individuell forberedelse
Las

Forbered dig infor den gemensamma traffen genom att lasa artikeln "Om
strategier”. Stall dig féljande fragor:

* Vilka fragor staller du till dig sjalv nar du I6ser ett matematiskt problem?

® Hur tar du elevernas potentiella strategier i beaktande vid din
lektionsplanering?

® Hur stéttar du eleverna i anvandningen av olika strategier vid problemlésning
under lektionen?

Nar du laser texten ska du valja ut tva citat som du uppmarksammar. Efter varje
citat skriver du ned dina egna kommentarer. Ta med dig dessa till den
gemensamma traffen, moment B.

L6s problem

Valj ett problem fran Problembanken, t.ex. fran Ekvationer och system av
ekvationer s. 19 eller valj ett problem fran laroboken. Lés problemet och reflektera
Over dina strategival nar du l6ser uppgiften. Gor korta anteckningar som du tar
med dig till er gemensamma traff, moment B.

Material

Om strategier
PO | A. Wikstrom och O. Bjorkqvist
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Matematik — gymnasieskola

Modul: Undervisa matematik utifran problemlésning
Del 5: Strategier

Om strategier
Anna Wikstrom, Lulea tekniska universitet
Ole Bjorkqvist, Abo Akademi

Problemldsning har i manga fall handlat om att eleverna ska tillimpa speciella
matematiska metoder i en mer eller mindre bekant kontext for att matematiken ska
framstd som mer verklighetsanknuten. Forskning har visat att detta inte har varit sarskilt
effektivt.

Som vi tidigare ndmnt uppfattar elever problemldsning i matematik som foljer:

*  Varje problem som presenteras, av en larare eller en larobok, gar alltid att [6sa och
ar rimligt.

*  Det finns ett (och endast ett) korrekt svar till varje problem.

*  Svaret gar att f4 med hjdlp av att man utfor en eller flera utrdkningar med talen i
uppgiften, och dé oftast alla tal.

. Problemet innehéller all information som behdvs for att 10sa det.

*  Personer, saker och platser skiljer sig fran verkligheten trots att de kan verka
verkliga.

Idag dr det manga lérare som anvénder problemldsning som ett verktyg och en
undervisningsmetod att jobba med for att utveckla forstaelsen av matematiska begrepp.
Da blir vl konstruerade uppgifter, kunskap om olika problemldsningsstrategier och
traning i matematiskt tinkande viktiga delar for att eleverna ska bilda en djupare
forstaelse for matematiken.

Val utformade matematikuppgifter

Anvéndning av vil utformade matematikuppgifter med tillhdrande aktivitet och
mdjlighet till samarbete &r en av nycklarna till lyckad undervisning och god
matematikinldrning. Det dr ddremot inte alltid s& 14tt att hitta passande uppgifter. Manga
problem kan tyckas intressanta och matematiskt stimulerande, men de ska &ven folja
undervisningens syfte och mal.
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Kunskap om strategier

Det ar betydelsefullt att lararen framhaller att problem kan I6sas pé flera sétt och att det
sker en kommunikation mellan larare och elever kring de olika strategierna. Genom att
anvénda sig av och 6va pa de olika strategierna blir man ocksa skickligare pa dem.

Undervisning som har ett problemldsningsperspektiv har alltsa bade att géra med:

*  variation av de uppgifter, som kan l0sas med en viss strategi och

*  variation av de strategier, som kan tillimpas pa en viss uppgift.

Vardera typen av variation kan forverkligas gradvis, om man s foredrar. Det innebér att
det forekommer vissa likheter mellan de uppgifter som 16ses med en bestdmd strategi
eller att det finns vissa likheter mellan de strategier som tillimpas pa en bestdmd
uppgift. For svagare elever kan detta vara ett avgdrande stod. A andra sidan fir man de
vackra aha-upplevelserna om man 16ser helt olika uppgifter med en och samma strategi
eller en och samma uppgift med helt olika strategier. Eleverna blir sedan duktiga
problemldsare genom att forsoka ta sig an problemet och nér lararen modifierar
uppgiften och stottar dem i sjdlva processen.

Polyas vilbekanta modell for problemlosning omfattar foljande fyra steg:

1. Forstd problemet

2. Planera for vilken strategi som ska anvéndas
3. Anvénda strategin
4

Se tillbaka pa problemet

Négra av de strategier Polya beskriver handlar om transformation av problemet till ett
ekvivalent problem, 16sande av ett mera omfattande (mera generellt) problem, l16sande
av ett mindre omfattande problem (ett specialfall) och 16sande av ett besléktat problem.
Andra strategier som ofta figurerar i problemldsningslitteraturen kan ha en tydligare
koppling till matematiska begrepp, sdsom strategin att soka och utnyttja symmetri eller
paritet och strategin som gar under namnet duvslagsprincipen eller Dirichlets 1&dprincip.

De representativa strategierna dr av synnerligen stor betydelse. Matematiska problem
gér ofta att beskriva i ord, bild och form. Det sker till exempel genom att man diskuterar
problemet med andra, anvénder sig av konkret material, ritar en bild, ett diagram eller
graf och/eller att gora en lista eller tabell. Genom att gora detta far man en forstaelse for
vad problemet dr och hur man kan l6sa problemet. Ofta ar det frdga om att gé& fran nagot
konkret (en bild) till ndgot abstrakt (till exempel en tabell). Valet mellan tva abstrakta
matematiska representationer (till exempel en graf eller en formel) kan ocksa vara helt
avgorande for om man lyckas komma till en 16sning av ett problem. Det sprak som
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anvinds for att representera matematiska problem i ord kan vara bade konkret och
abstrakt. Det dr viktigt att vara medveten om de sprakliga och de matematiska
utmaningarna vid problemlésning.

Strategin att angripa ett problem baklidnges innebar att man utgar fran det mal som sétts i
uppgiften, undersoker hur detta mal kan nas fran ett tidigare steg, hur detta i sin tur kan
nas fran ett dnnu tidigare steg, osv. En obruten kedja till utgangssituationen (som
beskrivs av uppgiftens formulering) innebér att man konstruerat sig en l0sning.

Att testa sig fram (trial and error) kan ocksé uppfattas som en problemlosningsstrategi,
forutsatt att de forsok till losning som gors foljer nagon form av uteslutningsprincip. I
sin enklaste form, med tva tillgdngliga mdjligheter att vélja mellan, &r den néra
forknippad med principen for indirekta bevis.

Exempel
Becken & Osvold (2006) analyserar f6ljande problem:

Det har gdtt en mdanad sedan Ichiros mamma lades in pd sjukhuset. Han har bestimt sig
for att be en bon med sin lillebror i templet varje morgon for att mamman snart ska bli
bra. I Ichiros pldanbok finns 10 tio-yen-mynt och i den yngre broderns planbok finns 22
fem-yen-mynt. De har bestdmt att varje gang ta ett mynt frdn var och en och stoppa i
myntboxen. De ska fortsdtta att be tills endera planboken dr tom. Efter avslutad bon
tittar de en dag i sina planbécker och uppticker att den yngre brodern har mer pengar
kvar dn Ichiro. Frdgan dr: Hur mdnga dagar dr det sedan de borjade be? (5.215-228)

Eleverna anvinde foljande strategier for att 16sa problemet:

1. En nedrdkningsprocedur, antingen med stod av konkret material eller med hjélp av

en tabell:
Dagnr 1 2 3 4 .. 11 12 13 14 15 16 17 18
Ichiro 170 160 150 140 ... 70 60 50 40 30 20 10 O
Brodern 105 100 95 90 ... 55 50 45 40 35 30 25 20

2. Enregel for berdkning:
Ta hela differensen 180 — 110 vilket ger 70 och dividera med differensen av
brodernas gavor 10-5, som ar 5. Detta ger 70/5, dvs 14 dagar innan de har lika
mycket pengar. Alltsé har brodern mer pengar efter 15 dagar.

3. Symbolisk representation:
Lat x beteckna antalet dagar Lat Ichiros pengar tecknas y;, och broderns yg. da har
vi de linjdra sambanden y; = 180 — 10x och y; = 110 — 5x. Summorna &r lika
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nir 180 — 10x = 110 — 5x, med andra ord nédr x = 14. Brodern har mer pengar
nidr 180 — 10x < 110 — 5x, med andra ord nir x > 14.

For att komma fram till kategori 3 anvéinder eleverna sig av kategori 1 eller 2.
Ytterligare en strategi som eleverna kan anvénda sig av ar:

4. En visuell geometrisk representation:
I ett koordinatsystem kan vi representera det linjdra sambandet mellan x och y;samt
mellan x och yg som punkter pa tva linjer. I diagrammet ser vi losningen dé Ichiros
linje ligger ovanfor broderns, dvs da x > 14.

De forsta kategorierna, som bestar av elevldsningar pé lagre niva, kan uppfattas som
vildigt enkla och da forbises vid en gemensam diskussion. De slutliga ekvationerna och
olikheterna kan tyckas utgdra kdrnan vid matematikundervisning pa gymnasiet. Daremot
kan man, genom att dven anvénda sig av dessa losningar, beskriva matematiken nér man
gar fran det specifika till det generella.

Losningsstruktur enligt Lithner
Lithner (2000) fragar sig hur universitetsstudenter resonerar sig fram till en 16sning nér
de ska 16sa ett matematiskt problem. I analysen presenteras foljande 16sningsstruktur:

1. Problematisk situation: En svarighet dér det inte dr uppenbart hur man ska fortstta.

2. Strategival: En mojlighet ar att vilja (i vid mening: vilja, minnas, rekonstruera,
konstruera och sa vidare) en strategi som kan 16sa svéarigheten. Detta val kan
stddjas av en Féorutsdgande argumentation: Kommer strategin att 16sa den
problematiska situationen?

3.  Strategigenomforande: Kan stddjas av Verifierande argumentation: Har strategin
16st den problematiska situationen?

4.  Slutsats: Ett resultat erhélls.
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I Exempel 2 i artikeln (Lithner, 2000) ska studenter med utgangspunkt i en graf 1sa tre
uppgifter.

Exempel 2

a) Skissa grafen till f'(x).

b) Vad ir f(— 2), f'(0) och £'(2)?

c) Skissa grafen till g(x), om g" (x) = f(x).

7 |

1--

En av Lithners studenter Per forsoker 16sa 2c med vélbekanta algoritmiska metoder i
intervallet (-3, -1). Han gor ett antal slarvfel och kommer fram till f6ljande skiss:

Per gér sedan vidare till nista deluppgift utan att reflektera 6ver sitt svar. Lithner
avbryter honom och f6ljande samtal uppstar:
— Ar f derivatan till g?

— Nej, derivatan till g &r positiv (han pekar pa sin figur ovan), men inte f (han pekar pé
(-3, -1) i figuren i Exempel 2).

— Kan du utifran detta resonemang goéra en grov skiss av g pa (— 3, — 1)?

— Forst ér derivatan positiv (han pekar pé figuren i Exempel 2), sen negativ:
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Lithner beskriver sina fragor som en forsiktig ledning. ’Per har redan kunskapsbasen for
att skickligt konstruera en helt annan typ av matematiskt resonemang &n tidigare och det
tar honom bara ndgon minut att komma fram till en hyfsad figur. Varfor gor Per inte sa
sjélv fran borjan?”

Lithner analyserar Pers arbete fram till den forsta, felaktiga, figuren som foljer:

”(2) Strategival: Den mest vidlbekanta metoden ar att identifiera k och miy =kx + m.
Integrerar sen med vilbekant algoritm.

(3) Strategigenomforande: Kunde ha lyckats, men det innehéller manga steg vilka ger
nagra slarvfel. Ingen verifierande argumentation eller kontroll av svaret.”

Lithner lyfter huvudorsaken till studentens svarigheter och framgéngar. Studentens
svérigheter i den forsta delen beror pé att resonemangen baseras pa véletablerade
erfarenheter fran inldrningsmiljon. Detta kan dven gélla i icke-rutinméssiga situationer
eller dér rutinerna trasslar till sig. I den andra delen beror studentens framgang pé en
konstruktion av resonemang som baseras pa matematiska egenskaper hos derivatan.

Lithners artikel visar pa svarigheterna som uppstar nar de matematiska begreppen blir
mer avancerade. Studenten Per resonerar sig inte fram utan forsdker komma ihdg de
strategier han anvint tidigare nir han 16st liknande problem. Med hjélp av lararen kan
han sedan inse bristerna i sina utrdkningar och resonerar sig fram till en annan 16sning.

Lithner analyserar sedan ldrobdcker som anvénds vid universitetsstudier och anser att
resultaten mycket troligt &ven kan gélla gymnasieskolans ldrobocker. Hans resultat visar
att ca 70 % av uppgifterna kan 16sas pa ett matematiskt ytligt sétt. Detta gor eleverna
genom att de kéinner igen uppgiften och kopierar ett liknande 16st exempel, eller foljer
nagon form av regel. Detta skriver han kan goras utan att konstruera egna resonemang,
och utan att beakta uppgifternas matematiska egenskaper. Han menar att om man
anviander samma strategival, det vill séga att identifiera liknande exempel eller regler,
men med en mindre fordndring av den givna l6sningsmetoden, sé kan ytterligare ca 20
% av uppgifterna hamna i den kategorin. I sjdlva strategigenomforandet méste dédremot
en mindre fordndring av den givna l6sningsmetoden goras. I endast 10 % av uppgifterna
maste de matematiska egenskaperna beaktas och studenten kan skapa egna resonemang.
Dessa, menar Lithner, kan dérfor kallas kreativa problem.

Om strategier Augusti 2014. Reviderad juli 2021.
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Lararens roll

Lararens undervisning och instillning till problemldsning visar sig ha stor betydelse for
elevernas resultat. Om lararen presenterar ett problem och visar hur det 16ses sker
véldigt lite utveckling hos eleverna. Forskningen har visat att grupp- och
helklassdiskussioner dkar elevernas problemldsningsforméaga. Da blir det en béttre
diskussion och alla far mojlighet att prata och presentera sina tankar och l6sningar.
Slutligen s& méste problemlosning fa ta den tid den tar. Eleven ska inte forvéntas ldasa
och borja losa problemet pé en ging. I det fallet dr problemet inget riktigt problem enligt
definitionen, som vi ndmnde i del 1.

Referenser

Bekken & Osvold (2006), Reflektioner kring en videostudie. I Boesen, J. m.fl. (red.)
Ldra och undervisa matematik — internationella perspektiv. (s. 215-228). Goteborg:
NCM.

Lithner, J. (2000). Varfor blir matematik sa svart? Ndmnaren Nr 4, 46-51.
[tillgénglig via Ndmnarens artikeldatabas http://ncm.gu.se/namnaren]
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Del 5: Moment B — kollegialt arbete

Diskutera
® Vilka citat har ni uppméarksammat? Kommentera och reflektera dver dessa
® Diskutera problemuppgiften som ni valde i moment A. Vilka strategier
anvéande ni? Motiveral

® Hur arbetar ni med elevernas problemdésningsstrategier i undervisningen?
® Hur kan elevernas strategival utvecklas?

Forbered inféor moment C

Planera en lektion/aktivitet med fokus pa elevernas olika losningsstrategier.
Anvand nagon av problemuppgifterna som ni valt i moment A och anpassa
problemet till nAgon av dina kurser. Tank pa att uppgiften ska vara utmanande och
ge mojlighet att anvanda olika strategier. Diskutera vilka olika strategier ni férutser
av just era elever for det valda problemet.

Folj den japanska metoden, som togs upp i del 3, i er planering.

Del 5: Moment C — aktivitet

| detta moment ska du utfora en lektion och fokusera péa elevernas olika
problemldsningsstrategier.

Skriv ner, med korta stodord, iakttagelser du uppméarksammar under lektionen.
Efter lektionen sammanfattar du dina erfarenheter. Skulle du vilja &ndra pa
lektionens innehall och upplagg till nasta gang?

Ta med dina anteckningar till nasta gemensamma traff, moment D.

Du kan aven vélja att besOka en kollegas lektion och analysera denna. Planera i
sa fall hur detta ska organiseras.

Del 5: Moment D — gemensam uppfoljning

Diskutera
Samtala utifran de lektioner ni har planerat och undervisat.
* QOverensstamde de strategier eleverna anvande med de ni hade forutsett?

® Vilka diskussioner férdes om olika strategival?
® Hur kan man utveckla lektionen utifran era diskussioner och erfarenheter?

Skriv

Skriv en kort personlig sammanfattning och spara den tillsammans med dina
Ovriga anteckningar.
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Fordjupa dig

Om du ar intresserad av att lasa mer inom det har omradet sa hittar du mer
material i modulens férdjupning.

Fordjupning

Fordjupning gymnasieskolan

Del 5. Strategier

| den har delen finns fler texter dar du kan lasa mer om problemlésningsstrategier.

Referenslitteratur

10 Instructional Shifts That Raise Student Achievement.
Leinwand, S (2009). Accessible Mathematics.
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