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Matematik — Grundskola ak 4—6
Modul: Problemldsning
Del 6: Kommunikation och resonemang i problemldsning

Kommunikation och resonemang i problemlésning

Helena Eriksson, Hogskolan Dalarna; Jeffrey Gracie, Hogskolan Dalarna; Marit
Halldén, Hogskolan Dalarna; Johan Akerstedt, Hogskolan Dalarna

Den hér texten handlar om kommunikation och resonemang i problemlésning.
Inledningsvis beskrivs kommunikation och resonemang var for sig for att sedan
tillsammans illustreras med ett klassrumsexempel. | matematisk kommunikation och
resonemang ingar alltid ett matematikinnehall, darfor presenteras aven ett sétt att se pa
matematikinnehall i texten. Avslutningsvis diskuteras lararens roll i kommunikation och
resonemang vid problemldsning.

Inledning
| arbete med matematik r det sakerligen manga som har tankt:

e Hur kan jag, med matematik, beskriva det jag upptéckte nér jag fyllde i min tabell?

e Hur kan det monster jag upptackt beskrivas med matematik?

e Hur kan mina elever beskriva det monster de upptackt med matematiska symboler
for att fa andra att forsta monstret?

Dessa fragor uttrycker ett behov av att kommunicera matematik bade for egen del men
aven ett behov av att kunna hjélpa elever att kommunicera och fora resonenmang inom
matematik. Kommunikation och resonemang innebér bland annat att matematiska ord
och begepp anvands i samtal och diskussioner. Forstaelse for matematisk
kommunikation och matematiska resonemang ar nédvéandig bade for den som undervisar
i matematik och for den som ska utveckla forstaelse for matematik.

Kommunikation

Nationalencyklopedins definition av kommunikation &r dverforing av information
mellan ménniskor, djur eller apparater (NE, 2021). Det som §verfors kan vara
exempelvis data, argument eller slutsatser. Kommunikation innebar allsta att nagot
overfors mellan olika individer dar detta nagot aven inbegriper nagon form av
representation av den information som ska Gverforas.

Matematisk kommunikation handlar om att utbyta matematiska tankar genom att
kommunicera i, om och med matematik. Kommunikation i problemldsning fungerar
saledes som bade mal och medel (Niss & Hojgaard, 2011). Férmaga att kommunicera i
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samband med att l6sa problemuppgifter innebar bade att framfora forslag pa losningar
(mal) men ocksa att framfora dessa forslag med begripliga matematiska ord och begrepp
(medel). I kommunikationen handlar det om att representera matematikinnehall pa ett
adekvat satt samt att forstd andras matematiska representationer (Lampert & Cobb,
2003; Skott et al., 2010). Foljande samtal ar ett exempel pa kommunikation kring ett
specifikt monster (Figur 1).

Figur 1

Monstret som eleverna diskuterar

Elev 1: Se hér.... [pekar pa nedersta raden i den forsta delen av figuren] hér ar det
3 i botten.
Elev 2: [Pekar i den andra delen]. Har ar det 3 6verst [pekar i den tredje delen]
Hér &r det 4.
(Inspiration fran Radford, 2010)

| samtalet ovan representeras monsterutvecklingen bade genom det noterade monstret
och genom att eleverna pekar i figuren nar de kommunicerar. Kommunikationen sker
med olika representationer dar matematisk kommunikation inbegriper att valja lamplig
representation, véxla mellan olika representationer och att koppla samman olika
representationer. Representationer som kan vara aktuella dr exempelvis objekt,
symboler, verbalt sprak, bilder eller verkliga situationer (Lesh, 1981). Genom
kommunikationen kan eleverna framfgra argument i matematiska resonemang, samt lara
sig anvanda matematisk terminologi pa ett effektfullt satt (Lesh & Zawojewski, 2007;
Niss & Hojgaard, 2011). Kommunikationen kan da bidra till forstaelse av matematik
dar problemuppgifter kan vara en bra ingang.

Resonemang

Till skillnad fran en matematisk kommunikation har ett matematiskt resonemang krav
pa att tankegangar och tankeprocesser ar sammanflatade av argument i syfte att
producera pastaenden och komma fram till slutsatser. Det betyder att matematiska
resonemang kan vara en del i en matematisk kommunikation, men att en matematisk
kommunikation inte nddvandigtvis innehaller matematiska resonemang.
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| ett resonemang halls olika argument samman av matematikinnehall som representeras
pa olika vis (Lithner, 2008). Ett matematiskt argument uttrycker nagot som ska dvertyga
nagon om nagot matematiskt (Skott et al., 2010). Formagan att utveckla och félja
matematiska resonemang inbegriper saledes att kunna dra logiska slutsatser om
matematikinnehall. Resonemang kan bérja med en undersokning, en gissning med
delvisa forklaringar eller till och med felaktigheter for att resonemanget slutligen ska
komma fram till en slutsats. Matematiska resonemang kan leda vidare mot matematisk
bevisforing. Men, ett matematiskt resonemang behover inte innehalla formella bevis
eller formella matematiska begrepp for att raknas som ett matematiskt resonemang.
Aven en informell forklaring som innehaller matematik kan utvecklas till ett
matematiskt resonemang.

Formagan att resonera i matematik anvands och utvecklas inte enbart i planerad
matematikundervisning utan kan &ven utvecklas i kommunikation i andra ssmmanhang
(Niss & Hojgaard, 2011). Alla resonemang utgar salunda inte fran matematiska
erfarneheter utan grundas vanligen i bade matematiska och vardagliga erfarenheter.
Jahnke (2016, s. 65) ger ett exempel pa ett resonemang:

Lordag kvill: Alla barn ska duscha. ”Jag hatar att duscha”, séger lillasyster, ”Jag
alskar att duscha” séger storasyster. ”Jag dlskar ocksé att duscha ” siger lillasyster.
”Man kan inte bade hata och élska!!!, sdger storasyster. Joda, pa 16rdagar hatar jag
och pa sondag morgon &lskar jag, kontrar lillasyster.

Elever kan alltsa uttrycka resonemang i olika sammanhang men behdéver ocksa fa trana
strukturerat pa att resonera i matematik. Matematiska resonemang har visat sig utveckla
saval sprak som forstaelse for olika matematikinnehall. Féljande exempel pa
matematiska resonemang dar lararen utmanar elever i arskurs 5 att utveckla sina
argument genom fragor finns beskrivet i Eriksson et.al. (2019). Under en
matematiklektion arbetar en arskurs 5 med féljande problemuppgift i form av ett
pastaende och tre algebriaksa uttryck som mojliga svar (Eriksson et al., 2019, s. 93):

Kanm, Robm och Petra promenerartill skolan. Petra har lika lang vig
till skolan som Karim och Robm tillsammans.

a=b+tec fte=m t=k-s
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En bitin i lektionen utvecklas nedanstaende matematiska resonemang.

Larare:  Om jag skulle skriva ett annat uttryck da. Om jag skulle skriva
[skriver a = d + d]. Vad skulle det innebéra i sana fall?

Filippo:  Karims och Robins vag ar lika langa.

Larare:  Hur kan du veta det?

Filippo: Eftersom det ar samma bokstav och da skulle det betyda att det &r samma [hors
fran klassen det tdnker jag ocksa”].

Larare:  Vad sdger Ezra?

Ezra: Jag sdger som Filippo, da &r det ju exakt lika langa strickor eftersom det ar...
vad heter det, samma bokstav [...]

Lérare:  Vad séger Sara?

Sara: Assd ... att, typ Karims vag ar half/eller att Petras vag ar dubbelt s& 1ang som
Karims.

(Eriksson et al., 2019, s. 96-97)

Utifran lararens skrivna uttryck a = d + d i ovanstaende exempel fick eleverna mojlighet
att utveckla resonemang om och med algebraiska symboler samt resonemang géllande
dubbelt och hélften.

Exempel pd matematiskt resonemang och matematisk
kommunikation

Ett annat exempel pa matematisk kommunikation dar ett matematiskt resonemang ingar
ar nedanstaende matematiska kommunikation dar elever och larare arbetar med att
jamfora olika langder av Cuisenairestavar (olikfargade stavar av tra eller plast som kan
anvéndas for att utforska relationer mellan kvantiteter).

Figur 2

Bild pa& Cuisenairestavar

k.

Uppgiften klassen arbetar med &r att de ska jamfora en svart Cuisenairestav med ett
antal roda stavar (Figur 3). P4 tavlan finns ett arbete dar 16sningen sa smaningom
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kommer att bli att en svart stav bestar av 3 och en halv rod stav; 1 svart = (3 + %) rod.
Nedanstaende matematiska resonemang utspelar sig i ett klassrum med elever i arskurs
5, men i princip samma resonemagn utspelade sig ocksa i klassrum med elever i arskurs
3 och 4 (Eriksson & Sumpter, 2021).

Figur 3

Jamforelsen som klassen arbetar med

Lararen: Det var nagra som arbetade med den har jamférelsen, nar en svart stav
skulle jamfoéras med de roda stavarna. Hur gick det?

Elev 1. Detgick inte alls.
Lararen pekar pd matningen.

Lararen: Varfor gick inte det? Ar det ndgon som kommer ihdg? Vad ar
problemet?

Elev2:  Det ar lite for mycket, eller for lite..

Lararen: Vad var problemet? Vad sa hon?

Elev 3:  Hon sa att man kan méta den réda med den svarta.

Lararen: Vad ar dd problemet?Lararen tar bort och satter dit en réd matenhet.

Den jamforelse som eleverna och lararen fortsatter att arbeta med presenteras i Figur 4.

Figur 4

Den forandrade jamforelsen

Elev2:  Nu &r det for lite av den roda..
Lé&raren ar tyst.

Elev 4:  Det &r tre och en halv. Det &r tre stycken hela roda men sen bara en halv
pa slutet. Man lagger till en bit, ndgot som inte &r lika mycket som en
hel.

| ovanstaende resonemang framfor eleverna argument som ar sammanhallna av
matematikinnehall gallande jamforelser av olika kvantiteter. Elev 2 argumenterar att det
ar lite for mycket eller lite for lite, det vill sdga 3 réda < 1 svart < 4 r6da. Exemplet visar
hur eleverna drar logiska slutsatser i de argument som ingar i resonemanget. Pa sista
raden i klassrumssituationen ovan summerar en elev det resonemang som pagatt ett tag
med att de heltal som ar aktuella for matningen inte fungerar, alltsd maste l6sningen
finnas mellan tva hela tal. Summeringen &r en logisk slutsats av det eleverna och lararen
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resonerat om. | det fortsatta arbetet kommer eleverna tillsammans med lararen fram till
att den 16sning som elev 4 argumenterar for kan se ut sasom jamfarelsen i Figur 6.

Figur 6

Jamforelsen s som den utvecklades under ldrarens ledning

Vad kommuniceras: matematikinnehall

Genom att arbeta med problemuppgifter ges elever mojlighet att utveckla sitt kunnande i
relation till olika matematikinnehall. Som redan beskrivits ingar matematikinnehall i
bade matematisk kommunikation och matematiska resonemang. Matematikinnehall kan
innefatta begrepp, procedurer, konventioner, formler och strategier (Taflin, 2007).
Da elever kommunicerar och resonerar kan lararen fanga upp och bygga vidare pa det
matematikinnehall som synliggors.

e  Ett begrepp kan uttryckas sprakligt utan symboler och besta av en term, en
definition och/eller en illustration, till exempel yta (termen) som kan definieras som
en sammanh&ngande punktméngd i rummet (definitionen) och ses som en area
(ytans storlek som kan visas och illustreras).

e  En procedur ar hur man konkret utfor en uppgift till exempel utfor berdkningar
med de fyra raknesétten eller fyller i en tabell.

e  Konventioner ar gemensamma 6verenskommelser som galler bade sprak och
symboler. Exempel pa konventioner ar hur symboler anvénds, till exempel tecknet
+ for berdkning av en summa, att man ofta anvander n nar man avser det n:te talet i
en talfoljd, att man anvander x som symbol for ett obekant tal eller for en variabel i
en funktion. Andra exempel pa konventioner ar terminologi som t.ex. rektangel,
heltal, division. Ytterligare exempel kan utgdras av exempelvis prioriteringsregler,
det vill s&ga i vilken ordning matematiska operationer utfors.

o  Formler &r generella matematiska samband som uttrycks med siffror, bokstéver
eller andra symboler. Ett exempel &r formeln for berdkning av rektangelns omkrets:
2a + 2b.

e  Strategier ar tillvagagangssatt for problemldsning; till exempel rita en bild, gora en
tabell eller ett diagram, formulera ett samband, anvanda laborativa material, gissa
och prova, arbeta baklanges, samt 16sa ett enklare problem.

Lararens roll vid kommunikation och resonemang

Kommunikationen och de matematiska resonemangen bade mellan elever och larare och
mellan elever dr en viktig del av kunskapsprocessen. Om problemldsning ska leda till att
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elever utvecklar matematisk kunskap maste lararen dels infor problemldsning forute
vilka olika matematiskinnehall som eleverna kan komma att anvanda och dels under
problemldsning dverblicka vilket matematikinnehall eleverna verkligen anvander sig av.
Lararen har under arbetet med problemuppgifter ett utmarkt tillfalle att samtala med
eleverna for att forvissa sig om att de forstar och hur de forstar olika delar av vad en
specifik problemuppgift syftar till. | kommunikationen ges mgjligheter for lararen att
utvérdera elevernas arbete for att hitta mojligheter att stotta dem vidare i sin utveckling.
Mojligheter som ges i kommunikationen i arbetet med problemuppgifter stéller krav pa
lararens kunskaper i matematik och forstaelse for elevernas tankar.

Samtal mellan larare och elever maste utga fran elevers egna idéer och lararen
behdver ha beredskap for att méta elevernas specifika matematiska idéer. Nar larare
hjélper elever att l6sa problemuppgifter, kan samtalet tolkas och forstas pa olika sétt.
Lararens insatser i en kommunikation kan till exempel beskrivas med begreppen
lotsning och stéttning (Taflin, 2007).

Lotsning

Begreppet lotsning ar inte specifikt matematikdidaktiskt. Detta begrepp anvands i en
generell betydelse da eleverna inte sjalva behover fundera utan lararen lagger orden i
munnen pa eleven och l6ser uppgifter at eleven. Lararen kan exempelvis paborja en
mening dar slutet pA meningen forvantas fyllas i av eleverna, eller att lararen ger korta
forenklade forklaringar pa hur en specifik uppgift kan losas.

Stéttning

Begreppet stottning ar inte heller specifikt for matematikdidaktik. Istéallet for att lagga
orden i munnen pa eleven eller ge forenklade fardiga losningar anvander lararen
utmanade fragor, lyssna pa elevernas olika I6sningsforslag och hjalper dem att véardera
olika I6sningar. Lararen organiserar samtalet sa att eleverna sjalva loser uppgiften
istallet for att presentera en fardig 16sning. Lararen stottar med redskap och
tankestrukturer sa att eleven senare pa egen hand kan lésa liknande uppgifter. Lararen
behover da vara nyfiken och tillsammans med eleven utveckla losningen.

Det foljande exemplet utgors av en dialog mellan en ldrare och en elev nér eleven ska
16sa problemuppgiften ”Skalbaggar och spindlar”. I dialogen féorekommer bade lotsning
och stottning.

I ett skap har lararen skalbaggar och spindlar i en lada. Totalt finns dar 8 smékryp.
Det gdr att rikna till 54 ben. Hur manga av smakrypen ar spindlar och hur manga
ar skalbaggar? (Spindlar har étta ben och skalbaggar har sex ben.)
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Eleven sitter tyst och tanker en stund, ritar lite pa ett papper. Eleven finner ganska
snabbt det korrekta svaret, sager: Tre spindlar och fem skalbaggar! For att fa fram
elevens matematiska resonemang for lararen en dialog med eleven.

Lararen:
Eleven:
Lararen:
Eleven:
Lararen:

Hur tankte du néar du kom fram till det svaret?
Jag ritade.

Rita och beratta! VVad tankte du forst?

Att det var &tta stycken.

Jaha. Rita hur du gjorde.

Eleven ritar atta sma ovaler.

Léararen:
Eleven:
Lararen:
Eleven:

Lararen:

Vad ténkte du sedan?

Att alla maste ha minst sex ben.

Ja, for att skalbaggen har sex ben? Och spindeln da?

For att alla var ju skalbaggar eller spindlar. Och skalbaggar har ju sex
ben. Spindlar har étta.

Jag forstar, alla maste ha minst sex ben. Rita hur du gjorde!

Eleven ritar dit sex streck pa varje oval.

Léararen:
Eleven:
Léararen:
Eleven:
Lararen:
Eleven:
Lararen:
Eleven:
Lararen:
Eleven:
Léararen:
Eleven:
Léararen:
Eleven:
Léararen:
Eleven:
Lararen:
Eleven:
Lararen:
Eleven:
Lararen:
Eleven:
Léraren:

Har du fatt med alla ben nu?

Jag raknade alla benen. Det var 48.

Hur raknade du da?

Sa har: 1,2,3,...,46,47,48 (pekar pa ett streck i taget).
Aha. Vad gjorde du sedan?

Jag raknade hur manga som var kvar.

Hur menar du nu?

Det fanns ju 54. Och jag hade ritat 48.

Hur tankte du da da?

Minus.

Minus hur d&?

54 minus 48.

Hur mycket blev det da?

Sex.

Hur kom du fram till det?

Jag raknade pa fingrarna, 49,50,51,52,53,54. Det blev sex fingrar.
Jag forstar. Hur tankte du sedan da?

Jag delade ut de dér sex benen tva och tva.

Varfor tva och tva?

For att en spindel har tvd ben mer an en skalbagge
Hur visste du det?

Atta &r ju tv& mer &n sex. Jag bara visste det.

Aha. Visa hur du gjorde.

Eleven ritar till tva streck pa tre ovaler.

Lararen: Och hur tankte du sedan?
Eleven:  Att det blev tre spindlar. Och sedan rdknade jag skalbaggarna, det var fem.
Lararen: Hur raknade du ut det?
Eleven:  Sa har (pekar): 1,2,3,4,5.
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Lararen: S& genom att tanka och rita s har kom du fram till att det var tre spindlar
och fem skalbaggar i ladan?

Eleven: Ja.

Lararen: Spannande! Tankte du ngot mer?

Eleven: Ja, nu tinkte jag att jag kunde ha tagit atta minus tre ar fem, det vet jag.
Jag hade inte behdvt gora sa har (pekar).

Lararen: Nahd, det kunde du direkt utan att rdkna en och en.

Eleven: Ja.
Lararen: Ténkte du nagot mer?
Eleven:  Nej.

I dialogen stottar ldraren eleven nér den fragar ”Vad tiankte du forst?” Léraren visar
nyfikenhet for elevens tankar och har utifran elevens svar mojlighet att utmana med
foljdfragor eller diskussion om alternativ till denna forsta tanke. | samma mening ger
lararen aven forslag pa hur eleven kan representera sin l1osning for att underlatta
kommunikationen om hur problemet kan l6sas. Lararens agerande i slutet av dialogen
dér lararen sammanfattar elevens arbete istéllet for att 14ta eleven sjdlv gora det. ’Sa
genom att tdnka och rita sa har kom du fram till att det var tre spindlar och fem
skalbaggar i ladan?” kan ses som ett exempel pa lotsning. Liraren skulle hir ha kunnat
valja att stotta eleven vidare i utvecklingen genom att utmana eleven med en fraga likt
”Hur gjorde du alltsa for att 16sa uppgiften?” eller en fraga likt ”Hur skulle du
rekommendera en klasskamrat att 16sa uppgiften?”. Med den lotsning som lararen nu
valde behdver eleven bara bekréfta med ett ja.

Larare spelar saledes en viktig roll da elever ska bygga upp sin kunskap genom
problemldsning. Enkla men relevanta fragor kan vara ett stod for att elevers tankegangar
ska utvidgas och fordjupas. Exempel pa fragor kan vara (Skott et al., 2010):

e  Hur gjorde du och varfor?

e  Hur ténkte du?

e  Hur kan du visa det du nu séger?
e  Hur kan du veta det?

I en kommunikation eller ett resonemang for att 16sa en problemuppgift kan lararen
behdva vara ordférande och lyssnare som med stort intresse vill ta del av elevernas
inspel och argument for att hjalpa dem till fortsatt utveckling (Jaworski, 2000). Lararen
bor organisera for kommunikation sa att eleverna kan arbeta med problemuppgiften
genom att de kan hjélpa varandra och ge varandra stéd och uppmuntran.

Sammanfattning

Den hér texten har handlat om vad kommunikation och resonemang i arbetet med
problemldsning i matematik kan vara samt lararens roll i dessa bada sammanhang.
Texten har ocksa handlat om hur man kan se pa ett matematikinnehall som finns
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inkluderat i kommunikation och resonemang. Lararens roll vid problemldsning &r att
mojliggora for eleverna att lara matematikinnehall, kommunikation, och resonemang. |
den formativa bedomningen ar det centralt att lararen fokuserar bade hur eleverna fatt
mdjlighet att trana kommunikation och resonemang och méjlighet att utveckla
matematikinnehall genom kommunikation och resonemang.
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