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Matematik — Grundskola ak 4—6
Modul: Taluppfattning och tals anvandning
Del 4: Additiva strukturer

Laborativa material i brakundervisningen

Lena Nilsson, NCM

Tal 1 brakform och brakrdkning dr matematikinnehall som ldmpar sig vl att
konkretisera och askadliggora med olika representationer och skilda material. I den hir
texten beskriver och jamfor vi olika sétt att visualisera brak. Vi lyfter fram egenskaper
hos material och modeller och diskuterar i vilka situationer de dr anvéndbara.

Pizzor och chokladkakor

I matematikundervisningen har tértor l&nge anvénts som modell for att askadliggora tal i
brakform, men de har ersatts med pizzor under de senaste decennierna. Elever far
inledningsvis moéta enkla brak som en halv och en fjardedel genom pizzamodellen”,
och efterhand delas pizzan i allt fler och mindre bitar och sjélva pizzan forenklas till en
cirkel ritad pa tavlan innan det slutligen finns forstaelse for en rent symbolisk notation.
Fordelen med pizzor och cirklar &r att det ar enkelt att se vad som &r det hela;
underforstatt hela cirkeln om inget annat anges. En rektangel representerar inte en hel
lika tydligt eftersom en ny rektangel skapas nér en bit tas bort sé att den ursprungliga
helheten inte ldngre framtrader. Daremot blir operationer av brak med olika ndmnare
betydligt léttare att visualisera med en rektangel 4n en cirkel. Nér det passar
sammanhanget béttre ersitts pizzan med chokladkakor som i sin tur ersétts med
rektanglar. Verkliga chokladkakor &r oftast tillverkade med rutmonster, vilket gor att de
behover viljas med omsorg sa rutorna kommer till fordel.

Figur 1

Tva chokladkakor med olika antal rutor

I den vénstra chokladkakan i Figur 1 gar det att se tredjedelar pa ena ledden och
sjattedelar pa den andra. Den hogra chokladkakan bestér av 4 x 7 rutor. Den kan
anvéndas fOr att resonera om sjundedelar, fjirdedelar och halvor. Om en rad bryts bort
sd att helheten blir 4 x 6 rutor istdllet gar det att visualisera sjattedelar, fjardedelar,
tredjedelar och halvor. For &nnu storre variation kan chokladkakan ritas utan rutor och
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ersittas med en rektangel. D4 har det konkreta materialet Gvergatt till en mer abstrakt
representation. Ett sitt att dverbrygga frén det ena till det andra &r att utgé fran en
chokladask dar bitarna ligger i fack ordnade i rader och kolumner, kanske 4 X 6 rutor.
Nér man sedan ldgger ett lock pa asken kan man inte ldngre se de enskilda facken utan
maste tdnka sig dem.

Del av helhet och del av antal

I bade en konkret pizza och en generell cirkel bendmns varje del som del av helhet. For
att eleverna inte ska fastna i att en halv alltid ser ut som en halvcirkel och en fjardedel
ser ut som en kvartscirkel behover de méta ménga andra helheter sdsom sndren, skalar
med vatten, pappark i varierande storlekar och klumpar med modellera. Det kan ge dem
erfarenhet av hur olika en hel och en halv kan vara och uppleva att ett halvt rott snére
faktiskt kan vara betydligt langre &n ett helt blatt snore som i Figur 2.

Figur 2

Ett helt och ett halvt snore

Tillfdllen att diskutera hur man far lov att dela, vad som &r det hela, vad som ér lika eller
olika uppenbarar sig nir elever hanterar material och ser vad som héander. Caroline Nagy
(2017) fann att bristen pa forstielse for del av helhet fanns bland elever pa alla stadier,
dven ldrarstudenter. De moter genom hela sin skolgéng snarlika bilder i sina laromedel
utan att det sker ndgon progression eller att de blir utmanade. Hon menar att for att
komma tillrdtta med svarigheterna behdver eleverna mota en variation av laborativa
material och bilder kopplade till vardagliga situationer. Eleverna behdver ocksé sitta
egna ord pé sin forstaelse sa att larare kan uppticka brister.

En helhet som ett snore eller ett pappersark kallas i en del engelsksprakiga laromedel,
redan for de yngsta eleverna, for *continuous’ det vill siga kontinuerlig (Neagoy,
2017). Synonymer till kontinuerlig &r exempelvis sammanhéngande, oavbruten, utan
avbrott. Dessa engelsksprakiga ldaromedel anviander sedan ordet ’discrete’ vid del av
antal. Inom matematiken betyder ordet diskret att vara separat eller atskild, som &r nagot
annat dn den vardagliga betydelsen att vara forsynt (Kilhamn, 2020). Del av antal
handlar alltsé om diskreta, separata saker eller mdngder som antal &pplen i en fruktléda
eller antal strumpor i tvittkorgen. Det som kan forvirra for svensksprakiga elever ar att
del av antal ibland 4r detsamma som del av helhet. Nar det handlar om chokladbitar i en
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kartong ar det inte alltid helt givet om det dr del av helhet (hela kartongen) eller del av
antal (antalet bitar) som eleverna ska fokusera pa.

I del av antal utgdrs méngden av ett antal objekt, 1at séiga &tta knappar. Nér elever ska
dela in knapparna i fjardedelar blir det centrala att antalet knappar i varje brakdel &r lika
manga, i detta fall tva knappar i varje fjardedel. Hur knapparna ser ut har ingen
betydelse. Vid delning av de tva olika méngderna ligger fokus pa skilda saker: vid del av
helhet pé att brakdelarna blir lika stora och vid del av antal pé att antalet objekt ar lika
ménga.

Ett sétt att tydliggora skillnaden mellan del av helhet och del av antal &r att kombinera
dem. Det kan exempelvis goras med tartor dekorerade med jordgubbar och ljus, eller
med material liknande barnleksaken i Figur 3.

Figur 3

En trépizza for barn att leka med

En pizzabit 4r en sjéttedel av hela pizzan och en champinjon &r en sjéttedel av antalet
champinjoner som har lagts pd pizzan. Om det ligger 12 champinjoner pa pizzan &r 6
champinjoner hélften av antalet péa pizzan. Genom olika fragestéllningar kan skillnaden
mellan antal och andel komma fram, liksom skillnaden mellan pizzan som en
kontinuerlig helhet och antalet champinjoner som en diskret helhet.

Pa en tredjedel av pizzan finns tvd champinjoner. Hur manga champinjoner finns
pa hela pizzan?
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Vardagliga och pedagogiska material

Niér pizzor och chokladkakor anvénds i undervisningen é&r det i regel som
askadningsmaterial i samtal om vardagsnéra situationer och som tankemodell, mer
sdllan i verklig, fysisk och konkret form. For att eleverna ska fa mojlighet att
handgripligen undersoka tal i brakform kan vardagliga ting, som snoren, pappersark och
barnleksaker, eller pedagogiska material som brakburkar och bréktavlor anvindas.
Bréakburkarna (Figur 4) bestér av en stapel med cirkelskivor dir en &r hel, nésta delad pa
mitten till tva halvor och sa vidare, vanligtvis till tiondelar eller tolftedelar. Till dessa
burkar finns dven tillhdrande ringar med olika markeringar som decimaltal, tal i
brékform, procent, grader och klockan.

Figur 4

En brékburk och tillhérande ringar

Braktavlorna (Figur 5) dr rektanguléra dér en rektangel har bestémts till en hel och sedan
har tavlans 6vriga rektanglar delats i allt mindre delar. Elever kan gora egna, enklare
bréktavlor i form av bldddror (Figur 6). Nér de bada grundformerna cirkel och rektangel
anvénds parallellt och genomténkt i undervisningen fér eleverna erfarenhet av att vélja
den representation som dr enklast eller mest anviandbar i en aktuell situation.
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Figur 5

En variant av braktavla

Figur 6

En sé kallad bldddra som visar en hel (r6d), tva halvor (gula), fyra fjardedelar (bl&) och atta
attondelar (grona)

Nér laborativt material anvidnds behdver lararen téinka igenom vad materialet dr avsett
att visa eller vad eleverna ska uppticka (Figur 7).

Figur 7

Vad ér storst 3/3 eller 5/5?
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Ibland 6verskattar lararen mojligheten att pavisa matematiska idéer med laborativt
material, i detta fall med braktavlor. For lararen ar det sjdlvklart att materialet i Figur 7
visar att 3/3 dr lika med 5/5 eftersom bada representerar 1, men elever kan vara osikra
och kidimpa med att forsoka lista ut vad léraren vill visa (Ball, 1992). En ténker: De roda
bitarna visar att 1/3 &r storre dn de grona 1/5, alltsa ar 3/3 storst. En annan tanker: Det
finns bara tre rdda bitar men fem grona, alltsé ar 5/5 storst. For att undvika
missuppfattningar behdver eleverna fa visa och berétta hur de har hanterat materialet
och vad de har upptickt. Elevernas egen dokumentation spelar en viktig roll.

Béde brakburkar och bréktavlor dr utmérkta vid jaimforelser av storleken pé tal i
brékform (del av helhet), men handlar det om del av antal kan markoérer eller nédgot
annat plockmaterial som exempelvis knappar, dekorationsstenar, plastfigurer och
multilink vara ldmpligare som konkret material.

I en pése ar 1/4 av kulorna roda, 1/3 av kulor dr grona och 5 kulor dr bla.
Hur méanga kulor finns i pasen?

I detta problem kan exempelvis markdrer eller multilinkkuber i samma farg som textens
kulor underlétta for elever att resonera sig fram eller for att kontrollera ett resultat.

Fran konkret till abstrakt

Mellan konkreta till abstrakta representationer finns, beroende pé situationen, ett eller
flera mellansteg dér representationerna ar ikoniska eller bildmassiga. P4 en halvkonkret
niva (Heddens, 1986) anvinds forestillande bilder (Figur 8) och pa en halvabstrakt niva
cirklar som representationer av pizzorna.

Figur 8

Bilder av pizzor for arbete pa halvkonkret niva

I ménga fall 4r den askédningsteknik som anvénds i klassrummet det som avgor valet av
vad ldraren visar; utklippta brakdelar som satts pa tavlan med magneter,
fardigproducerade brakdelar i magnetiskt material, konkret material som ldggs under en
dokumentkamera och projiceras, eller andra rent datatekniska l6sningar.
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Tallinjen

Formaga att anvinda tal i brakform bygger pa forstaelse for samband mellan olika
brakuttryck och mellan olika representationer av brak. Fortrogenhet med tal i brakform
Oppnar for mojligheter att kunna generalisera aritmetiska operationer med hela tal till
operationer med rationella tal.

Tallinjen &r en komplex och generell modell av tal som elever utvecklar forstaelse for
allt eftersom de forsitts i situationer dir de har nytta av att anvénda den. Forst anvénds
tallinjen for att utveckla talraden genom att heltal placeras pé tallinjen. Senare blir
tallinjen allt mer detaljerad for att dskadliggdra var alla tal kan placeras, savil naturliga
tal som rationella och reella tal. Efter hand anvénds tallinjen for operationer, kanske
framst additions- och subtraktionsberékningar, och den tomma tallinjen blir slutligen en
modell for tinkandet om bade enskilda tal och allt mer avancerade operationer. Sa
sméaningom kommer tallinjer ocksé att anvindas i exempelvis koordinatsystem och
diagram. For eleverna kan det ta tid att utveckla full forstaelse for tallinjen och det &r
viktigt att da och dé ta reda pa vilken uppfattning de har. Om en elev inte har tillrdckligt
vél utvecklad forstéelse for tallinjen fungerar den kanske inte som en god representation
av det aktuella matematikinnehallet.

En tidig aktivitet for att koppla samman tal i brakform med tallinjen kan handla om att
placera stambraken pa en tallinje och resonera om det som blir synligt. Darefter kan
eleverna erbjudas aktiviteter dér brakcirkeln respektive braktavlan kopplas samman med
tallinjer.

Fler material

Cuisenairestavar

Cuisenairestavar &r ett relationsmaterial som kanske inte i forsta hand forknippas med
tal i brakform, men eftersom eleven sjdlv kan bestimma vilket tal en stav ska
representera gar det utmaérkt att anvénda for att undersoka tal i brakform och vid
brakriakning (Malmer, 1990).

Tangrampussel

Tangrampussel (Figur 9) forknippas inte heller i forsta hand med brakundervisning.
Ménga elever ar duktiga pé att lagga tangrampussel efter olika slags forlagor och nér
tangrampussel i olika farger anvénds som ett relationsmaterial ges de mdjlighet att
resonera om tal i brak- och procentform.
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Figur 9
Tangrampussel lagt med fyra olika farger
Om hela tangramkvadraten &r 1, hur stora &r de olika bitarna?

Om istéllet den lilla kvadraten, hér gul, ar 1, hur stora ar de olika
bitarna?

Uttryck svaren i bade brak- och procentform.

Tarningar

Térningar finns med férdiga brakuttryck och det finns helt omarkerade tdrningar dér
man sjilv skriver de brak som Onskas. Vanliga sex- och tiosidiga tarningar, gérna i olika
farger, kan ocksa anvdndas om man exempelvis bestimmer att den vita tirningen visar
téljaren och den roda ndmnaren.

Kompletterande material, aktiviteter och spel

Kompletterande material sdsom brakkort, brakplank och pizzabilder finns pa
ncm.gu.se/matematikpapper. Samtidigt som elever arbetar med olika aktiviteter och
material for att fa forstaelse for tal i brdkform behdver de dven fardighetstrining,
exempelvis 1 form av spel. Flera sddana spel finns pa Strdvorna (ncm.gu.se/stravorna).
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