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Matematik — Grundskola ak 4-6
Modul: Taluppfattning och tals anvandning
Del 5: Representationer av tal

Representationer i matematik
Cecilia Kilhamn och Lena Nilsson, NCM

Vad dr en hund? Alla som vuxit upp i ett samhélle dar det finns hundar vet vad en hund
ar, men kan &dnd& ha svart att forklara eller definiera begreppet. Istillet ger vi exempel.
Vi ldr oss begreppet hund genom att mdta, se, kdnna, klappa och hora méanga olika
hundar. Erfarenheterna gor att vi efter ett tag kan skilja mellan hundar och andra objekt,
och till och med mellan hundar och andra liknande djur sdsom varg eller katt. Vi
associerar till hundar nér vi ser bilder av hundar som ar mer eller mindre naturtrogna,
sasom seriefiguren Snobben eller konstgjorda gosedjurshundar. Utifran véra
erfarenheter av hogst konkreta och levande hundar skapar vi en forstaelse for det
abstrakta begreppet hund. Ordet hund, liksom avbildningar av och symboler for hundar,
ar alla representationer av begreppet hund. Snobben é&r inte en hund, han &r en
representation av en hund.

Matematik handlar om objekt och begrepp som alla &r abstrakta till sin natur. I motsats
till hundarna kan vi aldrig se och ta pd matematiska objekt. Ta exempelvis en cirkel. |
matematiken utgors en cirkel av alla punkter som ligger pa exakt samma avstand fran en
viss punkt i planet. En punkt har ingen utbredning och dérfor kan dessa punkter aldrig
existera pa ett konkret sétt. Dessutom &r de odndligt manga. Istillet skapar vi oss
erfarenhet av det abstrakta begreppet cirkel genom att titta pa olika representationer av
cirklar, som:

*  en rund tallrik

*  kénslan av att &ka karusell

*  en lokskiva

*  en roterande rorelse med handen

* enring ritad med passare

* ett antal punkter pa en bildskdrm som alla har samma avstand till en mittpunkt

»  ordet cirkel

«  ekvationen x? + 3% = 1.

De olika representationerna framhéver olika aspekter av cirkeln. Ibland framtréder

rundheten, ibland radien och det konstanta avsténdet till mittpunkten, ibland cirkelns
rand och ibland cirkelskivans area. Genom att fi erfarenhet av manga olika
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representationer av samma objekt skapas en forstaelse och en mental bild av det
abstrakta objektet.

Matematiska representationer

Ordet representation forklaras i Nationalencyklopedin pa foljande sétt:

Representationer ersétter ndgot och star i stillet for ndgot annat. Sjilva ordet
representation kommer av det latinska ’repraesenta’tio’ som betyder
”askadliggorande framstéllning eller exempel”. En viktig egenskap hos en
representation &r att den gor det representerade indirekt narvarande for anvéndaren.

En representation &r alltsa ndgot som med avsikt anvénds eller utformas for att i tanke,
handling eller kommunikation ersitta det man syftar pa. Det kan vara fraga om att ett
abstrakt begrepp representeras av nadgot konkret och patagligt. Begreppet finns da
indirekt nirvarande pa ndgot sitt via sin representation.

Vigmirket for ”forbud mot infart med fordon” (en rod cirkel med en
gul rektangel) representerar enkelriktad fardvig och far sjélva
forbudet att nérvara.

De forsta matematiska representationer elever méter i skolan ar oftast siffror som
anvénds for att representera tal. Siffrorna star dr istéllet for sjdlva talen som man inte
kan se, men som man forvéintas associera till. Tecknet 3 dr en symbol for talet tre. Talet
tre kan ocksa representeras av tre hundar, tre pinnar eller den romerska siffran III. Nar vi
skriver 38 kan vi se de bada siffrorna tillsammans som en symbol eller siffrorna var for
sig som tva symboler vars placering blir mycket viktig. Om vi istéllet placerar siffran 8
som en exponent med 3 som bas, 38, fir vi en symbol for ett helt annat tal. Tecknet 7t r
en representation av talet pi, som bara med ett ungeférligt virde kan representeras med
siffror, exempelvis 3,14.

Manga beskrivningar av matematiska representationer baseras pa den amerikanska
psykologen Jerome Bruners (1915-2016) arbete. Han identifierade tre nivaer av
representationer ddr den symboliska nivan dr den mest abstrakta (Bruner, 1966; Bruner
& Kenney 1965):

» realistisk — fysiska handlingar, upplevelser och konkreta objekt

*  ikonisk — avbildningar som ar mer eller mindre bildlika

*  symbolisk — sprak och tecken.

Indelningar av representationsnivé uppges av méanga ga fran konkret till abstrakt,
ibland med flera mellannivaer sdésom halvkonkret och halvabstrakt (Heddens, 1986).
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Olika sitt att kategorisera representationer ar fortfarande under utveckling, inte minst
med tanke pa nya interaktiva medier dir bild, handling och spréak interagerar (Moyer-
Packenham et al., 2008). I det ssmmanhanget anvinds begreppet modaliteter, sésom
konkret, sprakligt, bildligt, digitalt eller mentalt. Ibland sérskiljs &ven yttre och inre
mentala representationer (Goldin & Shteingold, 2001).

Ytterligare ett sitt att beskriva representationer &r i termer av olika register, dér varje
register innehéller en uppsattning representationer som &r néra relaterade till varandra.
Ett symboliskt register innehéller siffror, matematiska symboler och bokstéver; ett
grafiskt register innehéller grafer och diagram; ett ikoniskt register innehaller skisser,
bilder och monster; ett sprakligt register innehaller ord och péastaenden. Raymond Duval
(2006) menar att det enda sittet vi kan fa tillgng till matematikens vérld &r genom att se
samband mellan olika representationer och léra oss att dversétta mellan dem. Ibland ér
dessa Overséttningar kongruenta, det vill séga varje del av representationen oversétts
direkt fran ett register till ett annat. Men ofta dr Oversdttningarna inte kongruenta, da
uppstar utmaningar som kan ge svarigheter men som ocksé ger en djupare forstaelse nér
de dvervinns.

I en kongruent dversittning mellan sprakligt och symboliskt register Gversitts varje del
av det sprakliga uttrycket till en matematisk symbol som placeras i samma ordning.

Fem och sju dr lika med tretton <& 5+7=13

Ett exempel pa en icke-kongruent overséttning mellan sprakligt och symboliskt register
visar hur ganska sma skillnader kan gora stor skillnad for elevers mojlighet att forsta:

Produkten av fem och sju ér trettiofem < 5 -7 =35

I exemplet finns ordet produkten inte dversatt till symboler, orden fem, sju och
trettiofem finns Oversatta till siffror, men ordet och har blivit ett multiplikationstecken
istéllet for ett additionstecken som i det forra exemplet. I sjdlva verket &r det de tva
orden produkten_och_ som tillsammans dversitts till ett multiplikationstecken.

Aven inom samma register gors en typ av dversittningar frin en representation till en
annan. Duval (2006) kallar dessa for transformationer. Nér vi vdxlar mellan olika
representationer av samma tal transformeras talets form samtidigt som det bibehéller sitt
matematiska virde. Rdkning med rationella tal innehéller néstan alltid transformationer.
Har ar ett exempel pa fyra olika symboliska representationer av samma tal:

Representationer kan dessutom ha dubbla roller, vi kan exempelvis l14ta konkreta
foremal representera matematiska begrepp och vice versa. En rektangel pa ett papper
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kan fa representera fotbollsplanen pé skolgérden, men fotbollsplanen kan i ett annat
sammanhang fé agera representant for en (abstrakt) rektangel. Plockmaterial i form av
klossar, knappar, pinnar eller spelmarkorer kan fungera som en konkret representation
for abstrakta tal, till exempel nér de anvinds for att visa relationen mellan jimna och
udda tal. De kan dven anvéndas for att modellera verkliga situationer, som nir markorer
representerar foremal eller personer som ska réknas.

Begreppet konkretisering innebér en oversittning fran en symbolisk representation till
en representation pa en liagre abstraktionsniva. Den symboliska representationen av

additionen % + % Oversittas till en ikonisk representation i bilder av farglagda

cirkeldelar, eller till en realistisk representation i form av en halv och en fjardedels
pizza. I laborativ matematikundervisning gar viaxlingen mellan representationer oftast
at andra héllet: fran det konkreta eller ikoniska till det abstrakta. Undervisningen startar i
realistiska representationer som Oversitts till alltmer abstrakta representationer dir malet
ar att bli kompetent i att anvdnda de symboliska representationerna som speciellt tillhor
matematiken (Kilhamn, 2018).

I undervisning om tal i brakform moter eleven ofta en mingd olika representationer.
Manga ér realistiska eller ikoniska och framhéver olika aspekter av talet medan andra &r
mer abstrakta. Ju mer realistisk en representation dr desto mer begriansad ar den. Tva
pizzabitar kan exempelvis adderas men knappast multipliceras. For att klara av att rdkna
med tal i brakform och s& sméningom med brakuttryck och formler i algebra och
naturvetenskapliga tillimpningar behdver eleverna vara fortrogna med talens abstrakta
representationer.

Uttrycksformer

Ibland anvinds begreppet uttrycksform for att bendmna det som vi ovan kallar
representationsformer eller register. Gustafsson med flera (2011) menar att begreppen
uttrycksform och representation ofta anvénds synonymt, men att uttrycksformen mer hor
samman med i vilka former och med vilka medier representationer uttrycks. De ger
exempel pa hur en bildlig representation kan uttryckas med hjilp av en graf pa papper,
med grafritande riknare, pé interaktiv skrivtavla et cetera.

Larande i matematik kan beskrivas som en kumulativ process dir man stegvis far
tillgéng till allt fler och mer avancerade representationer och forstar hur de hinger
samman och hur de kan anvidndas. Att kunna uttrycka sig pa flera sitt ar ett tecken pa
god begreppsforméga. Den som kan anvinda flera olika sétt att beskriva samma begrepp
har en rikare begreppsbild och dédrmed en mer funktionell begreppskunskap. For att fa
stod 1 sin begreppsutveckling behover eleverna ges mojlighet att mota ett och samma
matematiska begrepp i flera olika representationer med hjilp av flera olika
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uttrycksformer. Nir elever aktivt engageras i att uppfatta sambanden mellan olika
representationer stirks den matematiska forstaelsen. Begreppet blir dirigenom mer
tillgéngligt for reflektion och eleverna kan lattare strukturera sitt tdinkande.

Specifika matematiska uttrycksformer

Vissa symboliska representationsformer ar speciellt utvecklade for matematiken och kan
darfor kallas for matematiska uttrycksformer. Dessa anvands inom matematiken men
ocksé i matematikens tillimpningar i andra &mnen. Matematiska representationsformer
som tillhor grundskolans matematik &r:

»  siffror och positionssystemet

+  aritmetiska symbolsystem — hur vi skriver berdkningar

»  algebraiska symbolsystem — hur vi skriver algebraiska uttryck och ekvationer
+ tabeller

» tallinjer och koordinatsystem

»  grafer och diagram.

Att vilja representationer

Elever behover utveckla sin forméga att dversitta och vilja mellan olika
representationer. Det innebér att ha forstaelse for representationernas inbordes
forhallande, att ha kinnedom om deras styrkor och svagheter samt att kunna vilja
lamplig uttrycksform beroende pa situation och syfte.

Det ér inte givet att eleven pé egen hand kan Gversitta mellan olika uttrycksformer som
till exempel mellan laborativa aktiviteter och matematiska symboler. Nér konkret
material anvinds fOr att representera matematiska objekt dr det en forutséttning att
eleverna ser det som en modell av matematik for att det ska kunna fungera som en
modell for vidare abstrakt tinkande. Den ungerske matematikern Zoltan Dienes
(1916-2014) utvecklade ett konkret material dér tal i tiobassystemet representeras av
centikuber som kombineras i stavar om 10, plattor om 100 och block om 1 000. Dienes
(1969) beskrev den abstrakta forstaelse som kan utvecklas genom laborativt arbete med
detta material. Problemet med materialet dr att eleverna inte automatiskt ser
matematiken i det, materialet dr inte en modell av tal for dem utan enbart kuber, stavar
och plattor. Forskning har visat att det kan vara svéart for eleverna att forsta sambandet
mellan abstrakta och konkreta representationer, och en &dnnu storre utmaning nir dven
digitala representationer av de konkreta foremélen anvinds (Lesh et al., 1987). Darfor
vilar ett stort ansvar pé lararen att forst forsdkra sig om att en vald representation
fungerar som modell av den matematik som ska representeras innan den anvinds som
modell for abstrakt tinkandet.
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Genom att se pa vilka sitt som eleven representerar ett aktuellt begrepp kan lararen fa
vardefull inblick i elevens tdnkande. Detta ger stod for lararen att bygga broar mellan
elevens informella och matematikens formella representationer.
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