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Matematik — grundskola ak 7-9

Modul: Problemlésning
Del 1: Matematikundervisning genom problemliésning

Undervisa i matematik genom problemldsning

Maria Larsson, Milardalens universitet

Att hjélpa barn att bli béttre problemldsare ar inte bara ett utomordentligt viktigt
mal, det dr ocksé den mest spdnnande utmaningen en larare kan fa. Om jag bara
fick ge ett enda rad till en ldrare som har ténkt att bérja med problemldsning, sa
skulle det vara: Kom ihag att barn &r problemldsare av naturen. Lararens arbete dr
att forsoka utveckla denna naturliga formaga sa langt det gér [...]. (Lester, 1996,
s91)

Problemlosning och matematiska formagor

Undervisningen i matematik ska ge eleverna forutséttningar att utveckla sin férmaga att
formulera och 16sa problem med hjilp av matematik och vérdera valda strategier
(Skolverket, 2022). Da &r det problemldsningsformagan vi talar om. Genom att eleverna
far 16sa och diskutera utmanande matematiska problem kan faktiskt alla matematiska
formagor utvecklas. Om eleverna arbetar med samma problem och diskuterar sina olika
16sningar fir de uppleva att det finns manga olika sétt att ténka kring ett problem. De far
kommunicera, resonera, utveckla sina raknefardigheter och sin begreppsforstaelse.

Genom att eleverna far mojlighet att arbeta med utmanande problem far de ocksa
uppleva vad det kan innebéra att utova matematik. Matematikern George Polya
betonade att en naturlig del av att utéva matematik &r att brottas med centrala
matematiska idéer (P6lya,1945/1957). Forskning visar ocksa (Lester & Cai, 2016;
Hiebert & Grouws, 2007) att elever som utmanas med problem och aktiviteter som
kréver att de brottas med viktiga matematiska idéer utvecklar sin
problemldsningsférmaga och sin begreppsforstielse. Dessutom pekar mycket forskning
pa att de kan prestera ungefar lika bra eller rentav béttre dven pa rena rutinuppgifter dn
elever som enbart foljer mer “traditionell” undervisning dar man huvudsakligen 6var pa
det som har demonstrerats av ldraren. Det har ocksa visat sig att elever som trénar sin
raknefardighet i en miljo som fokuserar pé begreppslig utveckling blir mer flexibla och
kan i hogre grad anpassa sina fardigheter till att 16sa nya uppgifter.

Vad ar ett problem och vad ar en I6sning?

Polya (1945/1957) delar upp elevernas arbete med ett problem i att forsta problemet, att
gbra upp en plan, att genomfora planen och att se tillbaka och kontrollera resultatet. Det
sista steget far inte gldommas bort. Du som lérare kan hjélpa eleverna att stilla sig fragor
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som: Ar det rimligt? Stimmer det jag kom fram till med forutsittningarna som gavs i
problemet? Hur kan jag kontrollera resultatet?

Nér vi talar om ett matematiskt problem avser vi en matematisk uppgift som personen
inte fran borjan vet hur han/hon kan g4 tillvaga for att 16sa (jfr Lester & Cai, 2016). Det
krévs anstrangning for att 10sa ett problem. Det innebér ocksa att det &r individuellt vad
som ér ett problem. En uppgift som é&r ett problem for en person behdver inte vara det
for en annan person. Nigot som &r ett problem for en person idag kan senare bli en
rutinuppgift for samma person. Det innebér dessutom att en textuppgift inte behdver
vara ett problem och att en rent matematisk uppgift utan kontext kan vara ett problem.
Med 16sningen till ett problem menar vi hela resonemanget och inte enbart svaret.

Hagland med flera (2005) har tagit fram ett antal kriterier for ett rikt problem. Ett rikt
problem &r ett problem som:

» introducerar viktiga matematiska idéer eller strategier

+ alla elever kan arbeta med pa sin niva

+  kréver att eleverna anstranger sig och ska f4 ta tid

*  kan l6sas pa manga olika sitt med olika strategier och representationer

*  kan samla hela klassen i en diskussion baserad pé elevernas olika l6sningar

*  kan knyta samman olika matematiska omraden

»  kan inspirera till skapandet av egna, liknande problem.

For att ett problem ska passa alla elever i en klass behdver problemet bade ha en 14g
troskel och samtidigt ett djup sa att alla elever kan f& lagom utmaning av det. For att

uppné detta kan man bryta upp ett problem i ett antal olika delproblem som i problemet
”Kramar” nedan, se 4ven Problembanken:

Kramar

Ellinor har bjudit hem sina tjejkompisar till en filmkvéll. Alla som é&r pa filmkvillen
kramar varandra. Alla kramarna &r mellan tva personer i taget. Hur manga kramar blir
det totalt om det ar:

* 4 personer pa filmkvéllen?

* 5 personer?

* 10 personer?

* 20 personer?

*  npersoner pa filmkvéllen?
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»  Hitta pé ett eget liknande problem och 16s det.

Troskeln 1 problemet ar 1ag eftersom man forst fragar hur manga kramar det blir om det
ar 4 personer. Vill man sinka tréskeln ytterligare skulle man kunna borja med 3
personer innan man fragar efter antalet kramar for 4 personer och 5 personer. Darefter
blir det en betydligt storre utmaning nér man fragar efter antalet kramar for 10 personer
och 20 personer. Man skulle ocksa kunna fraga efter 100 personer och 1000 personer
innan man fragar efter den generella formeln for det totala antalet kramar for # personer.

En problemlésningslektions faser

De fyra faser som vi tinker oss i en problemldsningslektion &r:

* introduktion
»  enskilt arbete
»  arbete och diskussioner i smagrupper/par

. klassdiskussion

Du introducerar forst problemet och ser till att alla elever forstar problemstéllningen,
varefter eleverna arbetar tyst och enskilt med problemet en stund innan de far arbeta
vidare och diskutera sina 16sningar i smagrupper eller par. Till sist leder du en
gemensam klassdiskussion utifrén elevernas olika 16sningar och gor en summering av
viktiga aspekter.

Sjalvklart finns det olika varianter av de hér faserna. Man behover ju inte alltid 1ata
eleverna arbeta bade enskilt och i smégrupper, men det kan finnas stora férdelar med det
jamfort med att direkt lata eleverna sétta sig i smagrupper. Det kan bidra till mangfalden
av olika losningar i klassen. Eleverna har oftast hunnit komma igéng med problemet och
har med sig sina egna tankar in i grupparbetet. Aven de elever som tar lite lingre tid pa
sig att komma igéng har d& chansen att bidra i gruppdiskussionen. Eleverna kan vélja att
arbeta vidare pa en av l9sningarna eller att ta idéer frén olika 16sningar och smaélta
samman.

Ofta kan det vara lagom med 5—10 minuter for det enskilda arbetet for att eleverna ska
ha kommit en bit pa vdg med sin 16sning innan de arbetar vidare och diskuterar i
smégrupper. Beroende pd gruppens niva kan det dock behdvas liangre tid.
Klassdiskussionen ligger oftast sist, men ibland kan det dven behdvas en kort
klassdiskussion mitt i elevernas arbete for att samla tankarna. Om du har mgjlighet till
halvklass ibland kan det ocksa vara ett alternativ.

Ibland kan man behova dgna flera lektioner at ett problem. For att du i lugn och ro ska

hinna sitta dig in i elevernas olika Idsningar innan klassdiskussionen kan du vénta med
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klassdiskussionen till dagen efter. D& kan du samla in elevldsningarna efter elevernas
arbete. En annan variant ar att bara ta en rast innan klassdiskussionen. Férdelen med det
ar att eleverna har sina tankar i farskt minne nér klassdiskussionen kommer. Naturligtvis
kan du ocksa ta alla faserna i ett svep under en enda lang lektion. Det stiller ganska
hoga krav pa att du ska hinna skaffa dig en 6verblick Gver alla elevers olika 16sningar
medan de arbetar, men det kan vara ett mal pa sikt.

Nér det géller sammanséttningen av smagrupper s visar forskning att det ar bra med
heterogena grupper sa lange skillnaderna inte &r for extrema. Blanda gérna
medelpresterande med hog- eller lagpresterande elever, men undvik att sitta samman de
mest hogpresterande med de mest lagpresterande eleverna. Det dr bra om grupperna inte
bestar av mer én 2—3 elever for delaktighetens skull.

Satta mal och valja problem

Om vi gar tillbaka till ett dvergripande plan sa dr huvudmalet med undervisning genom
problemlosning att eleverna utvecklar djup forstaelse for matematiska begrepp och
metoder genom att 16sa problem. En nyckel till forstaelse ar elevernas egna engagemang
och meningsskapande. Eleverna kan léra sig att arbeta matematiskt genom att 16sa
problem, och det har de nytta av i alla matematiska situationer.

Du som larare behdver avgora vilka problem som ska véljas, vad som ska lyftas fram i
klassdiskussionen utifran elevernas olika idéer och vilka fragor som kan stillas for att
utmana och stdtta eleverna utan att tinka at dem (Lester & Lambdin, 2007).

Niér det giller val och anpassning av problem sa méste problemet passa alla elever i
klassen och bygga pa den kunskap de redan har. For att anpassa ett problem kan man
exempelvis ldgga till eller ta bort delproblem, &ndra problemets kontext, anpassa spraket
eller de ingdende talen. I problemet “Kramar” skulle man till exempel kunna dndra
kontexten till att handla om handskakningar eller ta bort delproblemet med n personer.

Matematikinnehallet, alltsd de begrepp och procedurer som ska studeras, méste finnas
inbdddat i problemet. Problemet viljs i relation till lektionsmélen. Ett langsiktigt mal for
all matematikundervisning &r ju att utveckla elevernas formagor med hjilp av det
centrala innehéllet. For att tydliggdra vilka kunskaper och férmégor som eleverna ska
ges forutséttningar att utveckla under arbetet med ett problem behdver man som lérare
konkretisera de langsiktiga malen. Nu ska vi ge ett exempel pa hur malen kan sittas for
arbetet med problemet ”Légga plattor runt rabatter” (Figur 1):
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Figur 1

Légga plattor runt rabatter

figur 1 figur 2 figur 3

Eva och Ali lagger vita plattor runt rabatter som bilden visar.

*  Hur minga vita plattor gar det at i:

o figur4?
o figur5?
o figur 14?
o figur 54?

*  Beskriv med ord hur monstret ar uppbyggt!

*  Hur ménga vita plattor gar det at i figur n?

*  Hitta pé ett eget liknande problem och 16s det.

Mal for en klass som arbetar med problemet i samband med ménster kan vara att
eleverna utvecklar sin féormaga att:

*  visualisera ett monster pa olika sétt

* anvénda figurens nummer som variabel for att uttrycka en explicit regel for antal
plattor

+  gora kopplingar mellan olika visualiseringar av monstret och olika, ekvivalenta sétt
att uttrycka en formel

*  argumentera for och jamfora sina egna och andras algebraiska formler utifrdn den

grafiska representationen

Mal for en annan klass som arbetar med problemet i samband med funktioner kan vara
att eleverna utvecklar sin forméaga (Smith & Stein, 2014) att:
*  se att linjdra funktioner vixer med konstant hastighet

* uttrycka en explicit regel som definierar sambandet mellan de tva variablerna pa
flera olika, ekvivalenta sétt

+  uttrycka fordndringstakten hos en linjar funktion med olika representationsformer:
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o som skillnaden mellan efterf6ljande y-vérden i en tabell
o som k-virdet i rdta linjens ekvation y = kx + m

o som lutningen hos funktionens graf

Malen i det hér fallet skiljer sig en hel del fran méalen i det forsta exemplet, trots att det
ar samma problem vi utgick ifrdn. Larare behdver vélja problem med omsorg och
matcha problemen med mélen for elevernas ldrande. Olika problem ger ju eleverna olika
mdjligheter att ldra sig och utdva matematik.

Uppgifter som staller hogre eller lagre kognitiva krav

Forskarna Stein och Smith med kollegor sérskiljer mellan uppgifter som stéller hogre
eller lagre krav pa elevernas kognitiva forméga. I uppgifter som stéller ldgre krav ligger
fokus pa att producera korrekta svar istéllet for pé att utveckla matematisk forstéelse.
Det kan handla om:

+  att aterge memorerad fakta.

Exempel: Skriv som procent och i decimalform: i = =

*  att en algoritmisk procedur kan anvindas utan koppling till begreppen eller
betydelsen som ligger bakom proceduren. Det krévs inga forklaringar (eller
forklaringar som enbart fokuserar pé att beskriva proceduren).

Exempel: Beréiknag . Z

I uppgifter som stéller krav pa hogre niva ligger fokus pé att utveckla matematisk
forstaelse. Det kan vara uppgifter som:

+  kraver komplext och icke-algoritmiskt tinkande och att eleverna utforskar och
forstar matematikens karaktéristiska begrepp, processer eller samband.
Exempel: Lagga plattor runt rabatter (se ovan).

»  fOreslér breda végar att folja som har néra kopplingar till bakomliggande
begreppsliga idéer.

Exempel: Berdkna g av Z. Rita figurer och forklara din 16sning.

Aven om uppgiften som den ser ut i liromedlet stiller krav pa hogre niva ir det inte
sdkert att den hdga nivan bibehalls under arbetet med problemet. Forskarna Stein och
Smith med kollegor har utvecklat ett ramverk for analys av hundratals lektioner i ett
stort projekt. Deras ramverk ser ut sa hir (Stein et. al., 1998):
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Figur 2

Ramverk for analys av lektioner

Uppgifter Uppgifter Uppgifter

som de ser som de sitts som de

uti —»| uppav » genomfors % Elevers
liromedlet larare av elever larande

Faktorer som bidrar till att problemets niva sjunker under arbetets géang ar att

e ldraren "tar 6ver” tinkandet och resonemangen och talar om for eleverna hur
man loser problemet,

e lédraren byter fokus fran meningsskapande, begrepp och forstaelse till huruvida
svaret &r korrekt,

e for lite eller for mycket tid ges till problemet,

e det finns svarigheter med att leda klassrumsarbetet,

e problemet inte passar eleverna,

e Dristfilliga forklaringar accepteras.

Faktorer som bidrar till att en hdgre niva bibehalls har visat sig vara att

e ldraren stdttar elevernas tankar och resonemang

o clever far verktyg for att halla koll pa sina egna framsteg,

e léraren eller andra elever visar pa resonemang pa hog niva,

e léraren ser till att det alltid finns forvéntningar pa tydliga forklaringar,

e uppgiften bygger pé elevers tidigare kunskap,

e lédraren ofta gor begreppsliga kopplingar,

e det finns tillrdckligt med tid att utforska (inte for lite och inte heller f6r mycket).
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