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Denna problembank innehaller 19 problem med varierande innehall och svarighetsgrad.
Tanken &r att ni véljer problem efter vad som passar ihop med undervisningen i Gvrigt.
Pa sidan 5 finns ett index som visar vilka delar av det centrala innehallet som de olika
problemen tar upp. Detta kan vara till hjilp vid valet av problem.

Problemens uppligg

En del av problemen ges i flera varianter. Da behandlar alla varianterna samma grund-
idé, men de &r lite olika svara i 6vrigt. Ni far vilja den som ni bedémer bist passar f6r
den elevgrupp ni har. Ni kan dessutom anpassa problemen vidare till just era egna elev-
grupper, till exempel genom att anpassa siffror och lagga till eller ta bort deluppgifter.
Framfor allt i borjan kan det vara bra att hellre ta for lite &n for mycket — eleverna kan
bli stressade om uppgiften kinns for stor. Man kan ha de deluppgifter man valde bort pa
separata papper, och dela ut om det verkar befogat.

Manga av problemen innehaller férutom sjélva grundproblemet ocksa Utvidgningar. Ut-
vidgningarna &r fortsittningar pa grundproblemet. I en del fall finns flera olika utvidg-
ningar, som hakar pa olika aspekter hos grundproblemet. Det &r da inte meningen att

ni ska kiinna er pressade att ta alltsammans, utan vilj ut nagra delar som verkar passa
gruppens niva och som fokuserar pa det som verkar ldmpligt ihop med den Gvriga under-
visningen.

Det kan ocksa vara bra att ha nagon utvidgningsuppgift ”i bakfickan” ifall lektionen gar
snabbare #n planerat (eller ifall ndgon arbetsgrupp blir klar fortare én de andra). Manga
av problemen innehaller ocksa en deluppgift av typ “konstruera ett eget problem”. Om ti-
den récker kan eleverna fa prova varandras problem; det dr ett givande sitt att anvinda
overblivna minuter.

Det &r alltsd meningen att ni vid behov ska redigera elevversionerna av problemen innan
ni presenterar dem. Klipp ut de delproblem ni vill anvinda, klipp bort de ni inte vill ha,
mala 6ver mindre delar som ni inte &r intresserade av, skriv dit de siffror ni vill ha och
kopiera upp det fardiga resultatet.

Lararsidorna

Till varje problem finns lararsidor. Till det forsta problemet finns ett lingre utdrag ur
boken Rika matematiska problem, som beskriver arbetsmetodiken med den hér typen av
problem med problemet Glassarna som exempel.

Till de 6vriga problemen finns:

Problempresentation med en kort bakgrund till problemet.

Anvindbart material som listar konkret material som kan vara bra att ha vid arbetet.

Svar pa deluppgifterna.

Matematiskt innehall som listar vilka forkunskaper man bor ha for att kunna arbe-
ta med problemet och vilket utbyte man kan fa. (Exakt vilket utbytet blir beror
mycket pa vad eleverna fokuserar pa, si listorna &r inte kompletta.)
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Losningsstrategier med exempel pa hur problemet kan angripas. (Det finns givetvis
méanga fler strategier &n vad som beskrivs hér.)
Kommentarer ifall det finns mer att tilligga om problemet.
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Amnesomraden

Kursivering innebér att omradet ingar i nagon utvidgningsuppgift eller att nagon 16s-
ningsstrategi anvinder sig av teknik fran omradet, men att det inte dr huvudfokus f6r
problemet. Forsta sidhénvisningen gar till elevsidorna, andra till ldrarsidorna.

Algebra 19. Smultronasken, 42, 128

15. Alla mgjliga summor, 33, 108
7. Andel av andel, 17, 75

4. Buskar pa rad, 12, 65

8. Cykelforradet, 19, 79

6. En brakmiddag, 15, 72

14. Felblandad saft, 32, 105

1. Glassarna, 7, 44

16. Klubbverksamhet, 35, 113

2. Kramar, 9, 57

5. Lagga plattor runt rabatter, 14, 69
18. Likheter och liknande, 40, 125
12. Prisséttning, 29, 99

17. Schackbrédet, 37, 120

19. Smultronasken, 42, 128

9. Staketet, 22, 85

3. Tornet, 11, 62

10. Vinkelsumma, 24, 90

Geometri

4. Buskar pd rad, 12, 65

5. Lagga plattor runt rabatter, 14, 69
18. Likheter och liknande, 40, 125
17. Schackbridet, 37, 120

19. Smultronasken (3D), 42, 128

9. Staketet, 22, 85

3. Tornet (3D), 11, 62

10. Vinkelsumma, 24, 90

Modellering

7. Andel av andel, 17, 75

4. Buskar pa rad, 12, 65

8. Cykelférradet, 19, 79

1. Glassarna, 7, 44

16. Klubbverksamhet, 35, 113

2. Kramar, 9, 57

5. Lagga plattor runt rabatter, 14, 69
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9. Staketet, 22, 85

Samband och férindring

15. Alla mojliga summor, 33, 108
4. Buskar pa rad, 12, 65

8. Cykelforradet, 19, 79

14. Felblandad saft, 32, 105

1. Glassarna, 7, 44

2. Kramar, 9, 57

5. Lagga plattor runt rabatter, 14, 69
12. Prisséttning, 29, 99

17. Schackbrédet, 37, 120

19. Smultronasken, 42, 128

9. Staketet, 22, 85

3. Tornet, 11, 62

10. Vinkelsumma, 24, 90

Sannolikhet och statistik

15. Alla mdajliga summor
(kombinatorik), 33, 108

13. Annas syskon, 31, 102

8. Cykelforradet, 19, 79

1. Glassarna (kombinatorik), 7, 44

16. Klubbverksamhet (kombinatorik),
35, 113

2. Kramar (kombinatorik), 9, 57

11. Kulpéasen, 26, 96

17. Schackbridet (kombinatorik), 37,
120

Taluppfattning och tals anvindning

15. Alla mdéjliga summor, 33, 108
7. Andel av andel, 17, 75

8. Cykelforradet, 19, 79

6. En brakmiddag, 15, 72

14. Felblandad saft, 32, 105

2. Kramar, 9, 57
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1 Glassarna

Problemet ar taget ur Rika matematiska problem av Kerstin Hagland, Rolf Hedrén och
Eva Taflin, © forfattarna och Liber 2005. Atergivet med tillstand. Teckning: Anders Su-

neson.

Lisa ska kopa 16sglass i kulor och kan vélja pa fyra olika smaker. Hon vill ha tva glassku-
lor.

a) Pa hur manga olika sétt kan hon vilja sin glass?

b) Hitta pa ett eget liknande problem. Los det.
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Variant

Lisa ska kopa 16sglass i kulor. Hon vill ha tva glasskulor. Pa hur manga olika sétt kan
hon viilja sin glass om det finns:

a) 3 olika smaker?

b) 4 olika smaker?

¢) 5 olika smaker?

e) 100 olika smaker?

f

)
)
)

d) 10 olika smaker?
)
) n olika smaker?
)

g) Hitta pa ett eget liknande problem. Los det.
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2 Kramar

Ellinor har bjudit hem sina tjejkompisar till en filmkvall. Alla som &r pa filmkvéllen kra-
mar varandra. Alla kramarna &r mellan tva personer i taget.

a) Hur manga kramar blir det om det &r 4 personer pa filmkvéillen?

b) Och om det dr 5 personer?

¢) Och om det &r 10 personer?

d

)
)
)
) Och om det dr 20 personer?
e) Om det ar n personer pé filmkvillen, hur manga kramar blir det totalt?
f)

Hitta pa ett eget liknande problem och 16s det.
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Utvidgningar
Lika eller olika, udda eller jamnt?

Vanligen &r det ju inte s& att alla kramar alla. Antagligen kramar man inte de som man
kommer i sillskap med, till exempel. Det gor att olika personer kan ha kramat olika
manga andra. (I uppgifterna nedan kan ni skaka hand istillet for att kramas, det gar
snabbare att gora.)

a) Borja med att “kramas” inom gruppen. Se till att inte alla kramar alla. Skriv upp hur
manga kramar var och en varit med i.

o

Hur manga fick samma antal som nagon annan i gruppen?

Det blir alltid s& att Atminstone tvd har samma antal. Forklara varfor!

o

o

Hur méanga fick ett udda antal och hur méanga fick ett jamnt? (Noll ar ett jimnt tal.)

¢

Det blir alltid ett jamnt antal personer som har ett udda antal kramar. Forklara var-
for!
Gifta par

P4 ett cocktailparty fanns 4 gifta par (och inga andra). De kramades inte, men en del av
dem skakade hand med varandra. Ingen skakade hand med den som den var gift med. En
kvinna fragade dérefter alla andra hur manga de skakat hand med. Alla gav olika svar.

a) Hur manga personer hade kvinnan skakat hand med?

b) Hur manga personer hade hennes man skakat hand med?
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3 Tornet

Problemet &r taget ur Rika matematiska problem av Kerstin Hagland, Rolf Hedrén och
Eva Taflin, © forfattarna och Liber 2005. Atergivet med tillstand. Teckning: Anders Su-

neson.

a) Hur manga kuber behovs det for att bygga tornet pa bilden?

Hur manga kuber behovs det for att bygga ett liknande torn som dr n kuber hogt?

)
b) Hur manga kuber behévs det for att bygga ett liknande torn som &r 12 kuber hogt?
c)

)

d) Hitta pa ett eget liknande problem. Los det.
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4 Buskar pa rad

Problemet dr taget ur 32 rika problem i matematik av Maria Larsson, () Maria Larsson

och Liber 2007. Atergivet med tillstand. Teckning: Tomas Karlsson.

Camilla ska plantera buskar vid en gagata i city. Runt varje buske ldgger hon plattor som
figuren visar. Varje vit ruta dr en platta och varje svart ruta dr en rabatt dir en buske

planteras.
1 buske 2 buskar 3 buskar

1. Hur manga plattor gar det at runt

a) 4 buskar?
b) 5 buskar?
c) 10 buskar?
d) 100 buskar?
e) n buskar?

2. Hur manga buskar maste Camilla plantera om hon lagger 208 plattor?

3. Hitta pa ett eget liknande problem och 16s det.

Problembanken
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4.1 Variationer
(Ur 82 rika problem i matematik.)

Lat eleverna bygga plattmonster av stenar, knappar, tdrningar, klossar, lego etc. pa al-
la mojliga fantasifulla sitt och ta fram formeln for summan av alla plattor. Flera olika
farger pa plattorna kan inga i monstret. En annan variant kan vara att fraga hur de fol-
jande figurerna i en serie kan se ut om man endast presenterar de tva forsta figurerna i
serien med plattor.

Utvidgningar
(Ej ur 82 rika problem.)

1. Vad har rabatten for omkrets i de olika fallen?
2. Vilken area har rabatten i de olika fallen?
3. Hur stor andel av arean ar plattbelagd, och hur stor andel &r jord?

4. Om man gor en mycket stor rabatt, hur stor blir andelen jord pa ett ungefér?

Problembanken Februari 2015
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5 Lagga plattor runt rabatter

Problemet ar formulerat av Cecilia Christiansen och Maria Larsson.

Eva och Ali lagger vita plattor runt rabatter som bilden visar.

Figur 1 Figur 2 Figur 3

1. Hur manga vita plattor gar det at i:

a) figur 47
b) figur 57
c) figur 147
d) figur 547

2. Beskriv med ord hur moénstret dr uppbyggt!
3. Hur méanga vita plattor gar det at i figur n?

4. Hur lang blir rabatten (det vill sdga: omradet med jord) om de har 158 vita plattor
att ligga?

5. Hitta pa ett eget liknande problem och 16s det.
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6 En brakmiddag

Problemet ar taget ur 32 rika problem i matematik av Maria Larsson, () Maria Larsson
och Liber 2007. Atergivet med tillstand. Teckning: Tomas Karlsson.

Ett lejon dter upp ett far pa 3 timmar, en bjérn dter upp ett far pa 6 timmar och en leo-
pard ater upp ett far pa 4 timmar.

1. Hur lang tid tar det for lejonet och bjornen att tillsammans &dta upp ett far?
2. Hur lang tid tar det for alla tre djuren att tillsammans &ta upp ett far?

3. Hitta pa ett eget liknande problem och 16s det.
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Utvidgningar
1. Diskutera det realistiska i problemet. (Kan djuren dta samtidigt?)

2. Diskutera det realistiska i modellen. (Ater man lika fort hela tiden, och om inte: hur
paverkar det svaret?)

3. Forsok hitta ett realistiskt problem med samma typ av beridkning.
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7 Andel av andel

Problemen ar formulerade av Karin Pollack och Cecilia Christiansen.

Manadspeng

Hurra! Jag har fatt manadspeng till min tomma planbok.

Jag koper en viska for en tredjedel av manadspengen och gar sedan och képer en troja
for 40 % av det som &r kvar.

Till sist njuter jag av en glass for en tiondel av pengarna som &ar kvar efter mina tva fina
inkdp.

Nu finns det 216 kr i min planbok.

a) Hur mycket fick jag i ménadspeng?
b) Hitta pa ett eget liknande problem och 16s det.

Emmas USB-minne

Emma har ett gammalt anvint 8GB USB-minne med ledigt utrymme.

Forra veckan laddade hon ned ett spel som tog 2/7 av det lediga minnet.

Till helgen fick hon en spannande film som upptog 60 % av det lediga utrymmet som nu
fanns kvar.

Emmas kompis tog snygga foton pa festen. Nar Emma sparar korten pa sitt USB tar de
1/8 av det nuvarande minnet.

Nu har hon bara 0,5 GB kvar.

a) Hur stort utrymme av USB-minnet var upptaget fran borjan?

b) Hitta pa ett eget liknande problem och 16s det.

Problembanken Februari 2015
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Utvidgningar
a) Ar det mojligt att sitta ihop ett sadant hir problem som &r olosligt?

b) Forsok ténka ut en realistisk situation dir man har den hir typen av information om
nagot.

Till USB-minnet:

c) Ta reda pa vad "GB” &r for nagot.

d) Om det lediga utrymmet fran borjan var det som ni kom fram till, &r det d& mojligt
att spelet tog upp exakt 2/7 av det tillatna utrymmet?

Problembanken Februari 2015
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8 Cykelforradet

En stor forskola har ett forrad, dar de har sina cyklar. Forskolan har bade 2-hjuliga och
3-hjuliga cyklar.

a) Just nu finns det 11 cyklar i forradet. Tillsammans har de 27 hjul. Hur manga av cyk-
larna dr 2-hjulingar, och hur manga &r 3-hjulingar?

b) Ar det sikert att det bara finns ett mojligt svar pa den hir fragan? Forklara!

c) Om vi bara far reda pa att det &r 27 hjul men inte hur manga cyklar det &r, vad &r
da svaret pa fragan?

d) Sétt ihop ett liknande problem. Det behover inte handla om cyklar!

Problembanken Februari 2015
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Utvidgningar
Det stora forradet

Kommunen har képt in nya cyklar, som ska delas ut till alla férskolor i omradet.

e Just nu har de 117 cyklar i sitt lager. Tillsammans har dessa 290 hjul. Hur manga av
cyklarna &r 2-hjulingar, och hur manga ar 3-hjulingar?

Det olGsbara problemet

Hanna har konstruerat ett cykelproblem, och later Erik forsoka 16sa det. Erik sdger: "Du
maste ha raknat fel da du ridknade hjulen, fér si hér kan det inte vara!”

e Vad kan det vara som gor att Erik tycker att Hannas problem &r fel?

Enklare variant

Hanna har gjort problemet

I ett skjul finns 15 cyklar, bade 2-hjulingar och 3-hjulingar. Tillsammans har
de 50 hjul. Hur manga av varje sort ar det?

Erik, som ska forsoka 16sa det, siger: "Du maste ha riknat fel da du rdknade hjulen, f6r
sd hir kan det inte varal”

e Vad &r det som gor att Erik tycker att Hannas problem &r fel?

Algebra

Man kan 16sa de hér problemen med hjélp av algebra.

e Undersok hur man kan béara sig at.

Enhjulingar

Forskolan har nu ocksa kdpt enhjulingar.

a) Just nu finns det 11 cyklar i forradet. Tillsammans har de 27 hjul. Hur manga &r en-
hjulingar, hur manga &r 2-hjulingar och hur manga &r 3-hjulingar? Hitta minst tva
olika svar!

b) Hur kommer det sig egentligen att det hér problemet har flera mojliga 16sningar?

c) Séatt ihop ett liknande problem som har flera l6sningar.

Mer algebra

Ocksa enhjulingsproblemet kan studeras med hjilp av algebra.

e Prova, och se vad ni kommer fram till.

Problembanken Februari 2015
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Ett realistiskt problem

I verkligheten skulle man antagligen ga ut i forradet och rikna cyklarna om man ville
veta hur manga man hade av varje.

e Forsok tankta ut nagon "riktig” situation som leder till att man far ett sddant har pro-
blem att 16sa!
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9 Staketet
Del 1

Aline och Ludvig har en rulle med 90 meter staket, och pa en stor éng vill de sitta upp
en hage. Hagen ska vara rektangulér. Eftersom de vill kunna fa in s34 manga djur som
mojligt i hagen sa vill de att hagen ska bli sa stor som mojligt.

a) Rita ett antal skalenliga hagar med ritt omkrets péa rutat papper. Prova lite olika for-
mer pa rektanglar. Vilken form verkar vara bist? Undersok arean bade med hjilp av
en berdkning och genom att rékna rutorna.

b) Om hagen har bredden B, vilken lingd L méaste den da ha?

c) Vilka méatt ska hagen ha for att fa s& stor area som mojligt?

Del 2

Aline och Ludvig kom nu pa att det gar en & utmed &ngen. Om de later an vara fjarde
sidan i hagen sa behover de bara anvinda staket till tre sidor. D4 borde man kunna fa en

dnnu storre hage.

a) Vilka matt ska den hir hagen ha for att fa sa stor area som mojligt?

b) Hur mycket storre blir den hir hagen?

Problembanken Februari 2015
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Utvidgningar

a) Om man vill gora en fyrkantig hage s behdver man inte gora den rektangulér (= rit-
vinklig). Blir det béttre eller simre om man provar andra vinklar i hérnen?

b) Man behover ju inte gora just en fyrkantig hage. Man skulle kunna gora den trekantig
eller sexkantig eller. .. Blir det béttre eller simre med manga kanter?

c) Vilken form pa hage ger egentligen den allra storsta arean?

Problembanken Februari 2015
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10 Vinkelsumma

Problemet ar formulerat av Cecilia Christiansen.

Del 1
3-hérning 4-horning 5-hérning 6-horning 10-hérning

Hur stor dr vinkelsumman i en:

a) 3-horning (triangel)?
b) 4-h6rning?
d) 6-horning (hexagon)?

e

)
)

¢) 5-hoérning (pentagon)?
)
) 10-horning (dekagon)?
)

f) n-horning?

Del 2

a) Hur stor dr vinkelsumman i en dekagon?

b) Bestdm vinkelsumman i en 27-hérning.

o

)
) Hur manga hérn har en manghorning med vinkelsumman 3060°7
)

o

el till en hexagon.

n-horning

Berdkna summan av vinkelsummorna av alla manghdrningar som finns fran en triang-

e) Berdkna summan av vinkelsummorna av alla ménghorningar som finns fran en triang-

el till en 27-horning.

f) Berikna summan av vinkelsummorna av alla manghdrningar som finns fran en triang-

el till en n-horning.

Problembanken
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Utvidgningar
Icke-platt geometri

Det hér med vinkelsumman i trianglar och vad den f6r med sig giller i platt geometri.
(Matematiker brukar siga plan istéllet for platt, men det betyder ungefiir samma sak.)

e Vad kan det vara for sorters geometri som inte dr platt, och vad blir det f6r skillnader
dar?

Icke-konvexa polygoner

Vinklar i polygoner miéts alltid pa insidan. Om alla vinklarna i en polygon &r mindre &n
180° siger man att polygonen ér konver. (Det betyder ungefir "nagot som putar utéat”.)

Om nagra av vinklarna &r storre dn 180° séger man att den &r icke-konvezr. (Nagot som

“putar inat” kallas konkavt, men en sadan hér polygon brukar puta utat pa en del stéllen
och indt pa andra si man kan inte anvinda det ordet hér.)

a) Rita négra icke-konvexa polygoner.

b) Hur manga horn méste en polygon ha for att det ska vara mojligt for den att vara
icke-konvex?

c) Det gar inte att gora en polygon dér alla horn dr mer &n 180°. Varfor inte?

d) Hér ar en icke-konvex 10-horning. Vad har den f6r vinkelsumma? Forklara ordentligt;
det &r inte sikert att de forklaringar ni redan kommit med fungerar pa den hir figu-
ren!
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11 Kulpéasen

De héar pasarna innehéaller allihop en blandning av réda och bla kulor. Kulorna &r precis
lika, forutom att de har olika farg.

60 roda 100 réda
20 blaa 20 blaa

100 réda
25 blaa

Pase A Péase B Pase C
Téank nu att du blundar, sticker handen i en pase och tar en kula.
a) Vilken pése ger dig storst chans att fa en bla kula?

b) Forklara varfor just den pasen ger dig storst chans.

c) Hitta pa ett eget liknande problem och 16s det.
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Enklare varianter

e Ta bara pase A och B. (Fragan ar formulerad sa att det bara &r att klippa bort bilden
pa pase C' om man inte vill ha med den.)

e Minska antalen, s att procentrikning och brékforenkling inte blir ett hinder. (Visent-
ligt 4r att alla antal — bade av de respektive fargerna och totalsumman — &r olika, an-
nars finns det ett antal i grunden felaktiga resonemang som ger korrekt svar.) Mala
over de givna antalen med tipp-ex och skriv dit onskade siffror istéllet.

e Skriv upp totalsumman kulor pa pasarna; ger en vink om att den &r relevant.
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Utvidgningar
Konkret test

Léraren har med sig kulpase B (fylld med exempelvis trépérlor i rétt och blatt; parlor
ar relativt billigt). Alla eleverna far dra varsin kula (med &aterliggning), och man ser hur
stor andel som faktiskt fick en bla. Eventuellt kan man lata alla dra ett par tre ganger,
for att fa mer data.

Man kan stilla upp en tabell med andelen bla efter forsta, andra, tredje och sa vidare
dragningar. Férhoppningsvis ska andelen ga mot det teoretiska sannolikhetsvirdet. Utse-
endet pa tabellen kan vara intressant att diskutera.

Att man tar just kulpase B kan motiveras med att den innehéller minst antal kulor och
dérmed &r billigast att ordna.

Man kan ocksa gora experimentet med alla pasarna, men det gar da at ganska manga

kulor.

Fler farger

Diskutera vad det blir fér skillnad om man har tre olika farger pa kulor.

e Om man exempelvis byter ut 15 av de 60 réda kulorna i pase B mot gréna, hur paver-
kar det sannolikheten att fa en bla kula?

Fler dragningar

Vi tittar pa kulpase A. Den hér gangen vill vi dra tvwd kulor. Det finns tva olika sitt att

gora detta pa:

Med aterldggning Vi lagger tillbaka den forsta kulan innan vi drar den andra.

Utan aterliggning Vi ligger inte tillbaka den forsta kulan innan vi drar den andra.
Det blir lite olika sannolikheter beroende pa vilket sitt man anvinder.

a) Vid vilken av metoderna ér det mest sannolikt att vi ska fa tva bla kulor? Forklara!

Svara pa den hér fragan innan ni 16ser de som kommer efter.
b) Hur sannolikt &r det att vi ska fa tva bla kulor d& vi drar med aterliggning?
c) Hur sannolikt dr det att vi ska f& tva bla kulor da vi drar utan aterlaggning?

d) Hur méanga blaa kulor ska man byta mot roda i pase B for att sannolikheten for att
fa tva bla kulor med aterlidggning ska bli samma som for pase A?

e) Om man gor det utbytet, kommer dé& sannolikheten for tva bla kulor utan aterligg-
ning ocksa att bli samma? Och om den inte blir samma, i vilken pase blir den storst?
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12 Prissattning

Det hér problemet ges i tre varianter:

Datorspelet

Emil har blivit intresserad av det nya nitbaserade spelet Super-Mega-Gigant. For att
spela det maste man teckna ett abonnemang. Det finns tva sorter att vilja pa:

(1) Ingen veckoavgift Man betalar 25 6re for varje paborjad minut.
(2) Veckoavgift Man betalar 50 kronor for varje vecka man vill ha mojlighet att spela,
och 10 &re for varje paborjad minut.

Emil forsoker rdkna ut vilket av abonnemangen som &r mest férdelaktigt for honom.
(Han vill ju betala sa lite som mojligt!)

a) Vilket abonnemang bor Emil vélja om han tror att han kommer att spela en timme i
veckan?

b) Vilket abonnemang boér Emil vélja om han tror att han kommer att spela tio timmar
i veckan?

c) Nér dr egentligen abonnemang 1 bést, och nér &r abonnemang 2 bést? Bestdm exakt
var gransen gar!

d) Ar det nagon skillnad i pris pa att spela i ett tiotimmarspass och att spela tio pass pa
sammanlagt tio timmar?

e) Satt ihop ett likande problem, och 16s det.

Telefontjansten

Agnes har sett ett marknadsbehov, och har startat telefontjansten Gnall om dina for-
@ldrar. Man ringer Agnes och beréttar hur besvérliga ens fordldrar ar, och Agnes haller
med en. Det hela kostar 4 kronor per paborjad minut. Det finns ocksa ett manadsabon-
nemang, dir man betalar 100 kronor for en manad, och da bara behdver betala en krona
per paborjad minut for samtalen.

Emily vill girna anvinda denna tjinst, och forséker rdkna ut vilket av betalningssitten
som ar mest fordelaktigt f6r henne. (Hon vill ju betala sa lite som mojligt.)
a) Vilket betalningssitt bor Emily viilja om hon tror att hon kommer att vilja gnélla en

kvart i manaden?

b) Vilket betalningssitt bor Emily véilja om hon tror att hon kommer att vilja gnélla en
timme i manaden?

c) Nér dr det bast att inte betala manadsavgift, och nér ar det bést att betala? Bestdm
exakt var gransen gar!

d) Ar det nagon skillnad i pris pa att ringa ett samtal som tar en halvtimme och pa att
ringa 10 samtal som sammanlagt tar en halvtimme?

e) Sétt ihop ett liknande problem, och 16s det.
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Gymmet
Adrian ska borja g& pa gym. Man kan betala pé tva sétt.

(1) Utan medlemsskap Man betalar 150 kronor for varje besok.
(2) Med medlemsskap Man betalar 1750 kronor for att bli medlem i gymet under ett ar.
Bestken kostar da bara 50 kronor.

Adrian forsoker rakna ut vilket av betalningssétten som &r mest fordelaktigt for honom.
(Han vill ju betala sa lite som mojligt!)
a) Vilket betalningssitt bor Adrian vélja om han tror att han kommer att besoka gym-

met en gang i manaden under det ndrmaste aret?

b) Vilket betalningssiitt bor Adrian viilja om han tror att han kommer att bestka gym-
met en gang i veckan under det nirmaste aret?

c) Nér ar det bast att inte betala medlemsskap, och nér ar det bést att betala? Bestdm
exakt var grinsen gar!

d) Séatt ihop ett likande problem, och 16s det.
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13 Annas syskon

Problemet dr taget ur 32 rika problem i matematik av Maria Larsson, () Maria Larsson
och Liber 2007. Atergivet med tillstand. Teckning: Tomas Karlsson.

Anna har tva systrar och tva broder. Medelviirdet av Annas fyra syskons aldrar dr 17 ar.
Medelviirdet av alla fem syskonens aldrar &r 16 ar. Emma &r 20 ar och dldst. Cecilia &r
15 ar, vilket &r medianen for alla fem syskonens aldrar.

a) Hur gammal &r Anna?
b) Hur gamla &r Annas broder?

c) Hitta pa ett eget liknande problem och 16s det.
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14 Felblandad saft

Problemet ar taget ur 32 rika problem i matematik av Maria Larsson, () Maria Larsson
och Liber 2007. Atergivet med tillstand. Teckning: Tomas Karlsson.

En varm sommardag bestdmmer sig John for att blanda lite saft. Han tar en del koncen-
trerad saft och 9 delar vatten och héller det i tillbringaren. Han smakar pa saften och
tycker att den smakar vildigt blaskigt. Da ser han pa saftflaskan att saften ska blandas
1 4 3 delar. Det ska alltsa vara en del koncentrerad saft till bara 3 delar vatten. John
bestdmmer sig for att hélla i mer koncentrerad saft for att saften ska bli ratt blandad.

a) Hur stor del av den utspddda saften &r koncentrerad saft nér John har blandat saften
149 delar?

b) Hur stor del av den utspddda saften ska vara koncentrerad saft om John ska blanda
saften 1+ 3 delar?

¢) Hur ménga fler delar koncentrerad saft ska John hélla i den felblandade saften for att
den ska bli blandad 1 + 3 delar?

d) Hur manga fler delar koncentrerad saft ska John hélla i den felblandade saften for att
den ska bli blandad 1 + 6 delar istéllet?

e) Hitta pa ett eget liknande problem och 16s det.
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15 Alla mojliga summor

Mamma, Hillevi gar pa forsta fordldramotet i sin 7-arige sons klass. Lararen beréttar
bland annat att barnen fatt skriva 10 som summa pé alla sitt som gar. Hillevi funde-
rar: Ar inte det vildigt manga sitt?” och forsdker rikna ut hur manga sitten egentligen
ar.

a) Pa hur manga sétt kan man skriva 37

b) Pa hur manga sitt kan man skriva 47

)
)
¢) P& hur ménga sitt kan man skriva 107
d) P& hur méanga sitt kan man skriva n? Motivera ordentligt!

Alla termerna i summorna ska vara positiva heltal. Det spelar roll i vilken ordning talen
star (sd ”1 4+ 2” och 72 + 1” rdknas som tva olika sétt att skriva 3). Vi réknar att bara
skriva talet direkt som en tillaten 16sning (s& att skriva ”3” rdknas som ett ett av sétten
att skriva 3).

e) Vad tror ni att lararen egentligen menade?
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Utvidgningar
Speciella termer
a) I hur manga av summorna som blir 10 dr alla termerna jimna?

b) I hur manga av summorna som blir n &r alla termer delbara med k?

Andra sorters tal

I fragan star det “positiva heltal”.

a) Vad skulle hinda om man tog bort det dir med "positiva’™?

b) Vad skulle hiinda om man bytte "heltal” mot bara “tal’?

Utan ordning

e Om man bestdmmer sig for att det inte &r sa viktigt med ordningen, utan tycker att
149 och 9+ 1 dr samma sak, hur manga sétt finns det da? Undersdk, och se efter vilka
saker man maste tinka pa.
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16 Klubbverksamhet

QM
Varcts - 14

En journalist fran Lokalbladet besoker en skolklass med 25 elever, och fragar bland annat
om vilka klubbar de tillhor. P4 sitt kontor tittar han igenom resultatet:

e 11 elever tillhor simklubben.
e 13 elever tillhor fotbollsklubben.
e 10 elever tillhor dansklubben.

Men 11+ 13+ 10 blir ju mer &n 25! tycker han, och ringer skolan eftersom det inte verkar
rétt. "Manga dr med i mer &n en klubb”, siger liraren. Journalisten skickar ut ett frage-
papper och far reda pa att

6 elever tillhor bade fotbollsklubben och simklubben.
7 elever tillhor bade fotbollsklubben o h dansklubben.
5 elever tillh6ér bade simklubben och dansklubben.

5 elever tillhor inte nagon av klubbarna.

Nér han far tillbaka pappret inser han att han ocksa borde ha fragat hur manga som &ar
med i alla tre klubbarna. Eftersom han inte vill ringa skolan igen beslutar han att férs6-
ka rakna ut saken.

1. Hur manga av eleverna tillhor alla tre klubbarna?

2. Hur manga av dem &r med i bara en klubb?

3. Hitta pa ett eget liknande problem. Forsék komma pa nagot som ni tror att skulle
kunna intriffa i verkligheten.
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Enklare variant

En journalist fran Lokalbladet besoker en skolklass med 25 elever, och fragar bland annat
om vilka klubbar de tillhér. P4 sitt kontor tittar han igenom resultatet:

e 13 elever tillhor fotbollsklubben.
e 10 elever tillhor dansklubben.
e 9 tillhor inte nagon av klubbarna

Men det hiir blir ju mer &n 25! tycker han, o h ringer skolan eftersom det inte verkar
riatt. "Manga dr med i mer dn en klubb”, séger lararen.

1. Hur manga av eleverna tillhér bada klubbarna?

2. Hur manga av dem &r med i bara en klubb?

3. Hitta pa ett eget liknande problem. Forsék komma pa nagot som ni tror att skulle
kunna intréffa i verkligheten.

Utvidgning

Om det istédllet varit fragan om 4 olika klubbar, hur méanga olika klubbkombinationer
finns det egentligen? Exakt hur ser de olika varianterna ut?
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17 Schackbradet

Ett schackbrdde dr en stor kvadrat som ar ihopsatt av 8 ganger 8 sma kvadrater.

Da man talar om storlekar hos till exempel kvadrater brukar man beteckna gdnger
med X, sd man kan skriva att schackbridet &r en 8 x 8-kvadrat.

Om man tittar pa det borjar man se kvadrater av andra storlekar ocksa. I bilden &r en
kvadrat av storlek 2 x 2 markerad.

Det finns en kvadrat av storlek 8 x 8 och 64 kvadrater av storlek 1 x 1 pa bridet.

1. Hur manga kvadrater av storlek 7 x 7 finns det?
2. Hur manga kvadrater av storlek 6 x 6 finns det?
3. Hur manga kvadrater av storlek 3 x 3 finns det?
4. Hur manga olika kvadrater finns det totalt pa schackbréidet?

5. Man kan tidnka sig schackbriden i andra storlekar ocksa. Hur manga kvadrater finns
pa ett n x n-schackbrade?

6. Forklara varfor ni kiinner er helt sdkra pa att det stimmer!
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Variant

Man kan ténka sig schackbriden i andra storlekar ocksa. Har &r ett i storlek 2 x 2:

Det innehaller fyra 1 x 1 kvadrater och en 2 x 2-kvadrat, totalt sett fem stycken kvadra-
ter.

1. Hur manga kvadrater finns totalt pa ett 3 x 3-briade?
2. Hur manga kvadrater finns totalt pa ett 4 x 4-bride?
Hur manga kvadrater finns totalt pa 8 x 8-bradet?

Hur manga kvadrater finns pa ett n x n-bride?

orok W

Forklara varfor ni kinner er helt sdkra pa att det stdmmer!
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Utvidgningar
En formel

Nu pastar vi att antalet kvadrater pa ett n x n-briade kan berdknas med formeln

+n_2+n_3_n+3n2+2n3 _n(n+1)2n+1)
2 3 6 B 6

>3

1. Kontrollera att de hér tre uttrycken verkligen &r lika med varandra.

2. Kontrollera att formeln verkar stimma. Anvind den variant av den som ni tycker ver-
kar lattast att anvidnda.

3. Har ni nagra idéer om hur man kan kontrollera att den har formeln alltid stimmer?

4. Den hir formeln innehaller ju division med 6. Om man tar ett slumpvalt tal och divi-
derar med 6 sa far man oftast inte ett heltal. Vilket heltals-n man &n sétter in i den
hér formeln sa far man ett heltal som svar. Hur kommer det sig?

Andra "braden”

Det &r inte allt i virlden som &r fyrkantigt. Man kan exempelvis anvinda trekantiga spel-
braden:

1. Hur ménga liksidiga trianglar finns pa det hir bradet, som har sidlingden 47

2. Hur manga liksidiga trianglar finns pa ett liknande bride med sidlingd n?

Det &r inte heller allt i virlden som ar platt. Man kan tdnka sig spel i 3-dimensionella
“braden”:

Precis som man kan leta kvadrater pa det kvadratiska bridet s kan man leta kuber i det
hér kubiska "bradet”.

3. Hur manga kuber finns i den hiir 8 x 8 x 8-kuben?
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18 Likheter och liknande

24+2=4
24245

Problem 1

Néstan allt rdknande brukar innehalla "ar lika med”, =, nagonstans. En vanlig utrikning
kan se ut som

24+3-4=24+12=14
Egentligen dr det hir tvd “ar lika med”. Dels har vi att 2 + 3 - 4 = 2 + 12, dels har vi
2+ 12 = 14. Ur de hir tva likheterna kommer man fram till att 2+ 3 -4 = 14.

Har man en saddan hir "kedja” av likheter s kan man alltid dra slutsatsen att det man
hade allra forst &r lika med det man fick allra sist. Det spelar ingen roll hur manga likhe-
ter det dr pa vigen. Det man nu kan fraga sig 4r om det gar att resonera pa samma, sétt
med annat &n likheter.

1. Mindre dn “Mindre dn” betecknas med <. Exempelvis ar 2 < 3.

e Om man har en hel kedja av "mindre dn”, &r det da sdkert att det som star allra forst
dr mindre &n det som star allra sist?

2. Inte lika med ’Inte lika med” betecknas med #. Exempelvis ar 2 + 2 # 5.

e Om man har en hel kedja av "inte lika med”, dr det d& sdkert att det som star allra
forst inte ar lika med det som star allra sist?

3. Ungefar lika med “Ungefir lika med” betecknas med ~. Exempelvis ar 2,1 = 2.

e Om man har en hel kedja av "ungefir lika med”, dr det da sikert att det som star allra

forst dr ungefir lika med det som star allra sist?

4. Parallell med ’Parallell med” betecknas ofta med ||. (Det gar snabbare att skri-
va om man ska anvinda begreppet ofta.) Exempelvis dr golvet parallellt med taket, &t-
minstone i de flesta rum.

e Om man har en hel kedja av ”parallell med”, dr det d& sikert att det som star allra
forst ar parallellt med det som star allra sist?

5. Vinkelrdt mot ”Vinkelrit mot” betecknas ofta med L. (Ocksé det gar snabbare att

skriva.) Exempelvis &r golvet vinkelréitt mot viggen, dtminstone i de flesta rum.

e Om man har en hel kedja av "vinkelrdt mot”, &r det da sdkert att det som star allra
forst dr vinkelrdtt mot det som star allra sist?

6. Likformig med ’Likformig med” betecknas ofta med ~. Exempelvis dr en stor cir-

kel likformig med en liten cirkel.

e Om man har en hel kedja av "likformig med”, dr det da sikert att det som star allra
forst ar likformigt med det som star allra sist?

Problembanken Februari 2015
http://matematiklyftet.skolverket.se 40(132)



Skolverket

7. Slikt med 7Slikt med” ar inte ett matematiskt begrepp, men man kan stilla sam-
ma fraga om det dnda.

e Om man har en hel kedja av ”slikt med”, &r det d& sdkert att den som star allra forst
ar slikt med den som star allra sist?

8. Kortare dn “Kortare dn” dr ocksa nagot som man kan fraga sig om personer.

e Om man har en hel kedja av "kortare &n”, ar det da sikert att den som star allra forst
ar kortare dn den som star allra sist?

9. Eget problem

a) Hitta pa nagot mer begrepp som man kan stilla samma fraga om.
b) Vad &r svaret pa den fragan?

c) Byt problem med en annan grupp och forsok 16sa varandras problem!

Problem 2

Ekvationslosning grundar sig pa en idé: Om man har tva saker som &r lika och gbr sam-
ma sak med dem sa far man tva andra saker som &r lika med varandra. Som i

s N[E R

= oo 00

Vi hade att 2z och 8 var lika med varandra. Vi halverade bada tva, och fick da att = &ar
lika med 4.

Kan man gora pa samma sdtt med annat &n likheter?

1. Mindre dn “Mindre dn” betecknas med <. Exempelvis ar 2 < 3.

e Om man har tva saker, den forsta mindre &n den andra, och gér samma sak med dem,
ar det da sédkert att den forsta nya saken dr mindre &n den andra nya saken?

2. Inte lika med ’Inte lika med” betecknas med #. Exempelvis dr 2 + 2 # 5.

e Om man har tva saker som inte &r lika med varandra och gér samma sak med dem, ar
det da sdkert att de nya sakerna blir olika?

3. Ungefar lika med "Ungefir lika med” betecknas med ~. Exempelvis dr 2,1 = 2.

e Om man har tva saker som dr ungefir lika med varandra och gér samma sak med
dem, &r det da sidkert att de nya sakerna blir ungefir lika?
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19 Smultronasken

Mikaela och Alexander har ett bra smultronstélle, och tanker att det kan vara en bra idé
att plocka smultron och silja till turister. Smultronen ska séljas i askar. De har fatt tag
pa en stor lada med kartongbitar, som &r 21 x 21 centimeter stora. Om man klipper bort

hérnen och viker upp sidorna s far man en ask:

Mikaela och Alexander vill ha s stora askar som mdjligt, och funderar pa hur de ska
klippa.

1. Fundera lite. Vad tror ni &r bést, breda 1aga askar eller h6ga smala? Eller kanske na-
got mitt-emellan?

2. Klipp till och vik en ask var, och forsck gora dem ganska olika. Rikna ut vilken volym
de har. Ta ocksa och kontrollm#t nagon av dem, for att se att den beriiknade volymen
verkligen &r rétt.

3. Vilka matt ska asken ha for att fa sa stor volym som mojligt?

4. Om ingen av de askar ni redan gjort hade de méatten, klipp till och vik ihop en ask
med den hér volymen och se hur den ser ut.

5. Mikaela och Alexander har nu fatt tag pa kartongbitar som &dr 18 x 18 cm stora. Vilka
matt ska asken da ha far att fa sa stor volym som mojligt?
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1 Glassarna

Problemet ar taget ur Rika matematiska problem av Kerstin Hagland, Rolf Hedrén och
Eva Taflin, © forfattarna och Liber 2005. Atergivet med tillstand. Varianten av proble-
met har formulerats speciellt till problembanken.

Om det innehallsméssigt passar ihop med det man arbetar med i 6vrigt &r detta ett bra
problem att borja med, av nedanstaende skil:

e Konkret, realistiskt problem
e Manga l6sningsmetoder, pA manga nivaer.
e Fyra olika rimliga tolkningar av fragan.

Det att det bade finns manga 16sningsmetoder och flera tolkningar av fragan gor att man
ganska snabbt kan komma bort fran "ar det har ratt?”, "ar det s hiar man ska gora?”,
och liknande.

Detta problem har ocksa en mycket grundlig analys, som vi fatt tillstand att aterge hér.
Efterfoljande problem har mer kortfattade ldrarsidor. Man far komma ihag att mycket av
det som star pa det hir problemet ocksa géller for dem.

Avsnitt 1.1-1.3 ar nyskrivet till problembanken.

1.1 Anvandbart material

e Nagot som konkret kan representera glasskulorna, som utklippta papperscirklar i flera
farger, knappar i olika farger eller nagot liknande.

Eventuellt: papper med fortryckta strutar.

Rutat papper, pennor i flera farger.

Minirdknare (dtminstone till variant 2).

1.2 Svar

Detta &r svaren till varianten med de 7 deluppgifterna, och givet att fragan tolkats som
“hogst en kula av varje smak till varje strut, och ordningen pa kulorna saknar betydel-

a) 3 sitt

b) 6 sitt

c) 10 sétt

d) 45 sétt

e) 4950 siitt wn—1)  (n

f) 1+24+---+(n—-1)= 5 = (2) séitt.
g —

1.3 Matematiskt inneh3ll

Forkunskaper
Nodvindiga forkunskaper:

e Egentligen inga mer &n att kunna rékna; fullt mojlig att géra nagot av redan ar 1 i
grundskolan, om man inte tar alltféor manga smaker.

For storre utbyte:

e Addition (till summaldsningar)
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Multiplikation

Division

Algebraisk notation (med variabel)
Algebraiska omskrivningar
Summauttryck med variabel

Utbyte

Bra introduktion till probleml6ésning

Diskussion om problemvarianter

Insikt om vikten av att ge tydliga forutsidttningar

Insikt om att det finns olika 16sningsmetoder, ingen av dem mer "rétt” &n nagon annan
Kombination av 16sningsstrategier kan ge nya insikter
Problemstrukturering

Monsterigenkénning

Begrepp:

aritmetisk talfoljd,

summa, av aritmetisk talfljd,

algebraisk formel,

kombinatorikens additions- och multiplikationsprinciper,
rekursion,

urval (med och utan ordning och aterliggning),

bevis av losningars korrekthet,

icke-linjara samband

1.4 Utdrag ur Rika matematiska problem: Hur kan man planera fér
elevers matematiklirande genom problemlésning?

Att undervisa i matematik genom problemlosning &r inte alltid sa helt l4tt. Det fordrar
savitt vi kan beddma, kanske mer dn annan matematikundervisning, att liraren har ge-
digna kunskaper, bade i didaktik och i &mnet.

Vilka matematiska mal kan eleverna nd genom att arbeta med ett
problem?

Vi hoppas genom f6ljande exempel kunna visa nagot av vad gedigna kunskaper kan bety-
da for ldrares agerande under vanliga problemlésningslektioner i skolan och hur visentligt
det dr att ldraren noggrant tinker igenom problemet i forvig. Fragan kommer férhopp-
ningsvis att bli ytterligare belyst i de exempel, som féljer senare i boken.

Det problem vi har valt dr féljande:

Glassarna
Lisa ska kopa 16sglass i kulor och kan viilja pa fyra olika smaker. Hon vill ha
tva glasskulor.

a) Pa hur manga olika sétt kan hon vilja sin glass?

b) Hitta pa ett eget liknande problem. Los det.

Vi har sett att detta problem kan sysselsitta elever fran férskolan till gymnasiet och
dven studenter pa hogskoleniva, fast pa lite olika sitt. Om lararen &r inforstadd med pro-
blemets mdjligheter till variation kan alla elever bemd&tas pa béista mojliga sitt och fa en
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chans att utveckla sina matematiska tankar genom en lagom utmaning. Problemet kan
till exempel utvidgas sa att Lisa har fem, sex eller &nnu fler smaker att vilja bland. Man
kan till slut fraga efter en generell regel att bestimma antalet mojligheter, om man har
ett visst antal, n st, smaker att vélja bland. Har star n for vilket som helst av de positiva
heltalen.

Problemet kan dven utvidgas sa att Lisa inte har bara tva utan tre, fyra, fem eller fler
kulor i sin glass. Har kan man ocksa till sist fraga efter en generell regel att bestdmma
antalet mojligheter, om man har ett visst antal, k st, kulor att vélja ut. Har ska sedan k
kunna bytas ut mot vilket som helst av de positiva heltalen 1, 2, 3, 4 och sa vidare.

Dessutom kan man redan med de yngsta eleverna antagligen fa fram en diskussion om
vad som egentligen ska giilla for glassarna. Har dr tva matematiskt viktiga fragor, som
man kan hoppas att eleverna stéller sig:

Riknas en glass med jordgubb 6verst och vanilj under och en glass med va-
nilj 6verst och jordgubb under som samma glass eller ska man se dem som
olika glassar?

Far en glass ha de bada kulorna i samma smak, till exempel tva chokladku-
lor, eller maste kulorna ha olika smaker?

Det finns alltsa olika sdtt att tolka uppgiften och antalet 16sningar &r forstas beroende pa
vilka villkor som man bestdmmer sig for ska gilla. Diskussionen av tolkningen kan i sig
ge en chans till en matematisk systematisk sortering av de olika md&jligheterna.

Man kan till exempel stélla upp foljande tabell for att askadliggdra de olika tolkningarna.
Hir betecknas de fyra fallen med A, B, C och D.

Varje smak kan viljas | Varje smak kan viljas
Smak | | .. . . .
. hogst en gang till fler ganger till varje
Ordning :
varje strut. strut.
Kulornas ordning A B
saknar betydelse
Kulornas ordning C D
har betydelse

Liraren kan givetvis vilja mellan att ge problemet utan bestdmda villkor (och hoppas
att fragorna kommer) eller lasa det till bestimda villkor, det vill séga en eller flera av
rutorna i tabellen. Det kan alltsa vara bra for lararen att vara val insatt i problemets

mojligheter, innan han eller hon gor sitt slutliga val.

Vi kommer hir att gora en noggrann genomgang av olika metoder som elever kan téan-
kas anvinda for att 16sa ett problem enligt villkoren i ruta A. Dérefter kommer vi att
behandla de 6vriga tre fallen representerade av rutorna B, C och D mer summariskt.

Fall A Varje smak kan viljas hogst en géng till varje strut.

Kulornas ordning saknar betydelse

Vi vill ha reda pa hur manga olika glasstrutar Lisa kan kdpa, om hon har fyra olika sma-
ker att vilja bland och ska kombinera dem tva och tva pa alla tdnkbara sitt, dock aldrig
tva kulor med samma smak. Vi har bestdmt att ordningen mellan kulorna saknar bety-
delse, det vill siga vanilj-jordgubb riknas som samma glass som jordgubb-vanilj.
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Exempel pa problemlésningsprocesser

Osystematiskt letande TLirare har visat oss hur deras elever har fatt olikfargade papp-
cirklar att limma upp tva och tva pa papper med firdigtryckta strutsymboler och hur
eleverna har provat sig fram utan nagon sérskild systematik

AkiAL

Vi har ocksa sett 16sningar dér elever malat fyra olikfargade cirklar som symboler for de
olika smakerna och sedan dragit streck mellan dem tva och tva for att visa vilka smaker
man kan kombinera. Ungefir som bilden nedan visar. De har sedan ridknat strecken och
pa sa sétt fatt fram antalet mdojliga kombinationer.

L8

Vissa elever vi traffat pa har forkortat smakerna till bokstéverna v, j, b och s, dér v star
for vanilj, j for jordgubb, b for blabdr och s for smultron. De har sedan osystematiskt
kombinerat dessa tre bokstéver tva och tva pa alla tdnkbara sétt:

jb sv vb jv sj bs

Systematiskt letande FEn del elever letar mer systematiskt efter 16sningar. Har foljer tre
varianter.

Resonemang 1 Ftt exempel pé ett logiskt resonemang, som kan leda fram till en 16s-
ning, ir att en elev inser, att varje ny smak som tillkommer kan kombineras precis en
gang var med de smaker som finns sedan tidigare. Genom detta férfarande kan man finna
att antalet mojliga kombinationer ar sex.

Detta kan dven losas pa motsvarande systematiska sitt med hjélp av en eller flera bilder.

Till exempel sa hir:

Tva smaker Tre smaker ny smak, som Fyra smaker ny smak, som
kombineras med de andra tv&. kombineras med de andra tre.
1 kombination (1 + 2) kombinationer = (3 + 3) kombinationer =
= 3 kombinationer = 6 kombinationer
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Tilligg' : Genom detta forfarande kan man finna att antalet mojliga kombina-
tioner #ir 1 + 2 + 3 = 6. Observera att resonemanget ér generellt, se Oversitt-
ning av lésningarna till matematiska formler pa sidan 50. Med kommentarer
kan det betraktas som ett bevis.

Resonemang 2 FEtt annat exempel pé logiskt resonemang &r nér eleven kommer pé att
den forsta smaken kan kombineras en gang var med de andra tre. Den andra smaken kan
pa motsvarande sdtt dven kombineras med de tva aterstaende. Slutligen kan den tredje
smaken dessutom kombineras med den fjirde smaken. Totala antalet kombinationer blir
da sex stycken.

Tilligg: Aven hir #r resonemanget generellt, eller kan litt goras till ett sad-

nat genom att man stryker "tre” och "tva” och lagger till "osv.” till att den
nést sista smaken kan kombineras med den sista smaken.

Detta kan dven pa motsvarande satt 16sas systematiskt med hjilp av en eller flera bilder.
Till exempel sa hér:

% OCQO® O0Oae

Forsta smaken, O Andra smaken, O Tredje smaken, .

kombineras med andra, | kombineras med tredje | kombineras med fjérde.
tredje och fjarde. och fjarde.

Eller sa hir med samma resonemang;:

i %4
N

5
o-®

Slutlig bild

Resonemang 3 Vissa elever tar hjilp av en tabell for att mer systematiskt finna de
mojliga kombinationerna. Har kan de sedan stryka de kombinationer som redan finns
med i tabellen. Snart mérker de, att de bara behover rdkna med de kombinationer som
finns pa ena sidan diagonalen.

vanilj jordgubb | blabdr | smultron
vanilj - Vj vb Vs
jordgubb | jv - ib js
blabar bv Vj - bs
smultron | sv sj sb -

En annan uttrycksform som elever kan anvinda fér samma typ av resonemang &r ett sa
kallat traddiagram. Hir visar man fran vinster sett forsta valet, mellan de fyra smaker-
na, och sedan kommer andra valet, de smaker dessa kan kombineras med, i solfjaders-
form. Aven hiir far man dela antalet kombinationer med 2, eftersom vanilj-jordgubb rik-
nas som samma som jordgubb-vanilj osv.

LAlla Tilldgg #r skrivna speciellt for problembanken.
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jordgubb
blabar

smultron

vanilj

I

vanilj
blabar

smultron

jordgubb

N\

vanilj

blabar jordgubb

i\

smultron
vanilj
jordgubb
blabar

smultron

A

Val 1 Val 2

Tillagg: Resonemanget att det finns lika manga glassar som antalet celler
over diagonalen i tabellen far anses generellt och utgor ett bevis om det kom-
pletteras med ett argument for hur manga dessa celler dr uttryckt i antalet
smaker.

Traddiagrammet illustrerar multiplikationsprincipen i kombinatoriken. Anta-
let vigar fran vinster till hoger dr produkten av antalet valmgjligheter i de
olika stegen (forutsatt att antalet alternativ i senare steg ar oberoende av vad
man valde i féreganede steg). Observera att detta ger antalet glassar om man
tar hansyn till ordningen.

Upptéckt av monster Elever som utmanas att 16sa samma problem fast med ett vix-
ande antal smaker kan till exempel ta hjilp av en tabell for att lattare upptéicka mate-
matiska monster.

I tabell 1 nedan syns ett monster man kan fa, om man f6ljer det forsta logiska resone-
manget under forra rubriken. I tabell 2 aterfinns ett monster man kan fa, om man foljer
det andra logiska resonemanget. I tabell 3 slutligen visas ett monster man kan fa, om
man utgar fran triddiagrammet i tredje logiska resonemanget.

Tabell 1 Tabell 2 Tabell 3
Resonemang 1 Resonemang 2 Resonemang 3

antal antal olika antal antal olika antal antal olika
smaker med 2 kulor smaker med 2 kulor smaker med 2 kulor
1 - 1 - 1 -
2 1 2 1 3 2:1-1=1
3 1+2=3 3 24+1=3 3 3.2.1>=3
4 3+43=6 4 3+42+1=6 4 4.3.1,=6
5 6+4=10 5 4434+24+1=10 5 5.4.1=10
6 10+5=15 6 5+4+3+2+1=15 6 6-5-12=15
osv. osv. osv.

I alla tre tabellerna kan eleverna férmodligen snabbt ana sig till fortsittningen.

De kan dessutom se samband mellan de olika tabellerna, till exempel att

948+74+6+54+4+34+2+1=10-9-1/2=45
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Detta dr en god borjan till att finna en generell regel for hur man beréknar summan av
en godtycklig aritmetisk talféljd. Detta kan man ldsa mer om lingre fram, under rubriken
Quversdttning av reglerna till matematiska formler.

P& motsvarande sétt kan elever gora tabeller dar antalet smaker halls konstant och déar
man istéllet later antalet kulor vixa och i dessa tabeller pa motsvarande sétt uppticka
matematiska monster. Man kan dven tidnka sig att de later bade antalet smaker och anta-
let kulor variera pa ett noggrant och systematiskt sétt.

Formulering av generella regler uttryckta med egna ord Elev 1 kan exempelvis med
egna ord formulera en generell regel inspirerad av resonemang 1 och tabell 1:

Om man har 4 smaker plussar man pé med 8 till s¢ mdanga man hade ndr
man hade 3 smaker. Om man har 5 smaker plussar man pdé med 4 till s
mdnga man hade ndr man hade 4 smaker. Si ddir gor man hela tiden. Man
plussar alltid pa med ett mindre dn si manga smaker man har.

Elev 2 som utgatt fran resonemang 2 och tabell 2 kanske uttrycker sin regel pa foljande
satt:

Om det dr 4 smaker sd plussar man ihop 3 + 2 + 1 och om det dr 5 smaker
plussar man ihop 4 + 3 + 2 + 1 och sd vidare. Man startar alltid pa talet fore
hur manga smaker det dr.

Elev 3 kan vara inspirerad av resonemang 3 och tabell 3 och beskriva sin regel sa hér:

Man tar sé manga smaker det finns ginger en smak mindre. Sedan tar man
hilften av det man far dd.

Tilligg: Observera att dessa formuleringar enbart &r beskrivning av hur man
raknar sig fram till ett svar. Det fattas helt ett argument for att det blir rdtt
svar.

Oversittning av reglerna till matematiska formler

Rekursionsformel Elev 1 i forra exemplet ndrmar sig en sa kallad rekursionsformel.
Denna elev har ndmligen upptéckt ett samband mellan ett resultat och det som kommer
direkt efter.

Om man till exempel har 3 smaker si #r summan av antalet kombinationer (S3) med tva
olika kulor pa glassen:
S3=8+2=142=3

Om man till exempel har 4 smaker s& dr summan av antalet kombinationer (S4) med tva
olika kulor pa glassen:
Sy =53+3=3+3=6

0sv.
Man kan uttrycka detta mer generellt. Hir nedan star n for ett positivt heltal, vilket som

helst. Man kan alltsa byta ut n mot 1, 2, 3, 4, 5, ..., 100,...1000, ...eller vad man nu
vill.
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Om summan av antalet kombinationer med n smaker betecknas som .S, blir summan av
antalet kombinationer med ytterligare en smak (S,+1), det tidigare antalet 6kat med n,
alltsa géller formeln:

Sn-‘,—l = Sn +n

Den nya smaken kan ju kombineras med alla de n 6vriga, och alla redan tidigare kombi-
nationer kvarstar. Nackdelen med denna metod ar dock att man forst méaste berikna alla
kombinationer for antalet smaker dnda fram till och med n smaker for att fa fram vérdet
for (n + 1) smaker.

Formel fér summan av en aritmetisk talféljd FElev 2 har funnit att man far antalet
kombinationer med tva olika kulor pa glassen, om man adderar alla positiva heltal fram
till och med talet fore totala antalet smaker.

Om man till exempel har 3 smaker s& &r antalet kombinationer (S3):

Sy3=1+2=3

Om man till exempel har 4 smaker s& &r antalet kombinationer (Sy):
Sy=1424+3=6

OSV.

Detta kan man ocksa skriva mer generellt. Har nedan star n for ett positivt heltal, vilket
som helst. Man kan alltsa byta ut n mot 1, 2, 3, 4, 5, ..., 100, ... 1000, . ..eller vad man
nu vill.

Om man har n smaker dr antalet kombinationer (S,):
Sn=1+2+3+---+(n—-1)

Nackdelen med denna metod ar att man méaste addera alla tal d&nda fram till och med
(n — 1) smaker for att fa fram virdet fér n smaker.

Elev 3 inser, att man helt enkelt kan ta smak fér smak och kombinera dem med alla de
ovriga smakerna. Om man till exempel har 10 smaker kan var och en av dem kombineras
med de 6vriga 9. Men man far se upp lite. Gor man sa far man tva likvirdiga par av var-
je kombination. Med andra ord dr exempelvis vanilj-jordgubb samma kombination som
jordgubb- vanilj. Darfér rdknar man bara hélften av dem.
10-9
S10 = 5

Det generella uttrycket blir da, om det dr n smaker, dir n star {or ett positivt heltal,
vilket som helst:
n-(n—1)

2
Om elev 2 och elev 3 jamfor sina resultat kan de hitta ett betydligt enklare satt for elev
2 att addera alla sina tal, med andra ord en formel fér summan av den aritmetiska tal-
foljden, i detta fall en summa dér forsta termen &r 1 och differensen (skillnaden) mellan
varje tal i talfoljden &r 1 och dér det finns (n — 1) tal:

Sp =

“(n—1
1+2+3+~'~+(n71):%
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Tilldgg: Observera att denna formel har erhallits genom att studera tva olika
16sningsstrategier till samma problem. Hirav inser man nyttan av att studera
olika 16sningar och inte bara ndja sig med en.

Ett sitt att oka forstaelsen for att denna formel verkligen giller ges genom foljande ex-
empel:

Exzempel: Vi vill rdkna ut summan av den aritmetiska talf6ljden
1+24+3+4+5

Vi sétter upp och adderar summan tva ganger pa foljande sitt:

14+24+3+4+5
5+4+3+2+1
6+6+6+6+6 =6-5

Med andra ord ar
2(1+24+3+4+5)=6-5

Eftersom vi nu tog summan tva ganger maste vi alltsd dela med 2. Da far vi:

6-5

Man kan dven visa samma exempel i bild:

Rita en enkel trappa av rutor, som symboliserar 1 +2 + 3 4+ 4 + 5:

For att fa reda pa hur manga rutor det &r i trappan, fyller vi forst ut den med en likadan
trappa, fast uppochnedvéind (det morka partiet i figuren nedan):

(5+1)

Nu kan vi latt rékna ut att hela figuren rymmer (5 + 1) - 5 rutor = 6 - 5 rutor.

Men d& hade vi tva trappor, vi skulle bara ha en. Darfér méaste vi dela med 2. Vi far
ater:
6-5
14+24+3+445= 5 =15
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For summan av en godtycklig aritmetisk talfoljd géller det mer generella uttrycket:

(a1 +an) - n

Sp = 5

*)
dér S, dr summan av n termer i f6ljd, dar a; ar den forsta termen och a,, den n:te ter-
men. Vi tar dnnu ett exempel:

Ezempel: Berdkna 20 + 22 + 24 + 26 + 28 + 30.
Summan innehéaller 6 st termer. Den forsta termen ar 20 och den sista termen
ar 30. Da dr enligt formeln ovan

(20 4 30) - 6

204+224+24426+28430 = =150

Smidigt eller hur?

Det allminna uttrycket gar ocksa att anvinda direkt i glassexemplet. Vi kan exempelvis
fa fram hur manga kombinationer med 2 kulor det gar att finna med 10 olika smaker.
Efter att ha sett tabell 2 vet vi att antalet kombinationer d&r summan av en aritmetisk
talfoljd:

1+24+3+4+54+6+7+84+9

Summan innehaller 9 termer (se *). Den forsta termen (a1) dr 1 och den sista termen
(an) &r 9. D& &r enligt formeln summan:

(149)-9

=4
5 5

14+24+3+4+54+64+7+84+9=

Formel for antalet delmédngder med k element ur en miangd med n element Allmént
giller att om antalet kulor &r 2 och antalet smaker ar n (ett godtyckligt positivt heltal),
sa &r antalet mojliga kombinationer:

n-(n—1)
2

Detta brukar inom den hégre matematiken uttryckas som “antalet delmédngder med 2 ele-
ment ur en given mingd med n element utan aterldggning och utan hinsyn till ordning”.

Vi kan undersoka lite ndrmare, vad som hinder, om man okar antalet glasskulor. Har f6l-
jer i bild pa hur manga sétt vi kan kombinera 3, 4 och 5 smaker om vi har 3 olika kulor i
glassen:

Ny smak
Tre smaker Fyra smaker
1 satt 4 satt
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3688388

Ny smak

Fem smaker
10 satt

Vi kan ocksa gora tabeller; har visas en 6ver 3 kulor, 4 smaker. Dubletter stryks.

vanilj | jordgubb | bldbar | smultron
vanilj-jordgubb - - vjb vjs
vanilj-blabar - vbi - vbs
vanilj-smultron - vs} ¥sb -
jordgubb-blabar Jov - - jbs
jordgubb-smultron | jsv - jsb -
blabar-smultron bsv bsj - -

Det gar faktiskt dven hir att uttrycka antalet kombinationer mer generellt. Det blir i

fallet med 3 kulor:
n-(n—1)(n-2)

1-2-3
Vi kan testa genom att stoppa in n = 3, n = 4 respektive n = 5 i formeln:

3-2-1:1
1-2-3
4.3.

3 2:4
1-2-3
5-4-3

=1
1-2-3 0

Tillggg: Formeln kan forklaras sa hér:

Antalet glassar med 3 kulor valda bland n smaker blir enligt multiplikations-
principen n(n —1)(n—2) om man tar hinsyn till ordningen. For att fa antalet
utan hénsyn till ordning kan man indela de n(n—1)(n—2) glassarna i grupper
dér varje grupp har samma smaker men i olika ordning. Det finns 3-2-1 glas-
sar i varje grupp, for det dr antalet sétt att ordna 3 olika smaker (ocksd enligt
multiplikationsprincipen). Antalet grupper blir da antalet glassar delat med
antalet glassar per grupp.

For en glass med 4 olika kulor o h n smaker géller f6ljande formel:

n-(n—1)(n—2)(n—23)
1-2-3-4

och s& dar kan vi fortsatta.
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Om vi vill ha k kulor (dér k ar ett godtyckligt postitivt heltal) och fortfarande har n
smaker att vilja bland blir antalet pa motsvarande sétt
nn—1)(n-2)-...- (n—(k—1))
k!
dér (n — (k — 1)) alltsa betyder n minus heltalet fore k. Uttrycket k! &r en kortare skriv-
sitt for en multiplikation av alla positiva heltal fram till och med k:

Kl=1-2-3-4-...-k

k<n

For den som har studerat kombinatorik kinns formeln
nin—1)(n—-2)-...-(n—(k—1))
k!
igen som formeln for antalet delméngder av k element ur en miangd med n element, vil-
ket brukar skrivas lite kortare (och utldsas "n over £”) :

n

k
en formel som ger just antalet val utan aterlaggning, det vill siga att man endast far ta
en kula av varje smak utan hinsyn till ordningen?.

k<n

Pa motsvarande séitt kan man behandla de 6vriga tre fallen B, C och D i glassproblemet.
Hér har vi antecknat de allminna formlerna for alla fyra fallen:

Smak
Ordning

Varje smak kan viljas
hogst en gang till
varje strut.

Varje smak kan viljas
fler ganger till varje
strut.

Kulornas ordning
saknar betydelse

A )

n+k—1
B
)

Kulornas ordning
har betydelse

n!
¢ (n—k)!

D nk

Dessa korta formler ar ett bra exempel pa vad mycket av matematiken gar ut pa, ndmli-
gen att soka och finna vackra matematiska monster och beskriva dem sé kortfattat man
kan. Matematiker forsoker alltid férenkla for sig!

Formulering av ett eget liknande problem For att eleverna ska fa chansen att visa att
de upptéackt och forstatt det matematiska innehallet i uppgiften kan det vara lampligt att
de far formulera ett eget liknande problem och 16sa det.

Med den hir tdmligen utforliga genomgangen av ett av de fyra tdnkbara fallen har vi
visat pa tva saker:

1. Vikten av att ldraren noggrant tinker igenom ett problem och dess tdnkbara 16snings-
metoder, innan hon ger det till sina elever.

2. Vikten av att ldraren har mycket goda kunskaper i matematik fér att kunna till &mpa
en vil genomtinkt men samtidigt elevstyrd undervisning.

Vi vill aterknyta till olika uttrycksformer, som vi diskuterade i kapitlet Hur kan mate-
matiska tankar uttryckas?® Vi gar dérfor igenom de olika metoderna och visar pa olika
uttrycksformer som kan komma till anvindning vid var och en av dem. Vi vill dock ta-
la om att var genomgang inte kan bli helt fullstindig. En pahittig elev kan sdkert hitta
ytterligare uttrycksformer att anvinda vid en given metod.

2 Tilligg: Dessa tal, Binomialtalen, finns tabellerade i Pascals triangel pa sidan 111.
3Ej inkluderat i detta dokument.
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Exempel pd hur olika uttrycksformer har anviints i problemet Glassarna Nir eleverna
letar osystematiskt med hjilp av en figur anvinder de sig av den grafisk/geometriska ut-
trycksformen. Néar detta letande sker med hjilp av begynnelsebokstéver, dr det i stéllet
den algebraisk/aritmetiska uttrycksformen som kommer till anvindning. Nar eleverna tar
hjilp av papperslappar i olika firger och pa sa sitt sa att siga formar de olika glassarna
anvinder de den konkreta uttrycksformen.

P& motsvarande sétt kan det systematiska letandet ske logiskt /sprakligt om de resonerar
sig fram med hjélp av vanliga ord, med en grafisk/geometrisk uttrycksform om eleverna
anvander sig av en figur, en tabell eller ett triddiagram, med en algebraisk/aritmetisk
om de i stillet utnyttjar bokstéver. En elev som anvinder konkreta uttrycksformer kan
givetvis ocksa leta systematiskt.

Nér eleverna letar efter matematiska monster anvander de till exempel den grafisk/geo-
metriska uttrycksformen tabell.

D4 de med egna ord formulerar generella regler anvinder de en logisk/spraklig uttrycks-
form. Nér de matematiska monstren slutligen beskrivs med olika kortfattade formler

— rekursionsformeln, formeln fér summan av en aritmetisk talféljd och formeln f6r an-
talet delméngder med k element ur en méngd med n element — &r det den algebra-
isk/aritmetiska uttrycksformen som kommer till anvindning.
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2 Kramar

Detta dr en samling mer eller mindre klassiska diskretmatematiska problem pa samma
tema. Normalt brukar de allihop handla om handskakningar, men personer i den hir al-
dern brukar inte skaka hand pa bjudningar. Diremot kramas de ofta.

I sjélva verket &dr grundproblemet identiskt med problem 1 (Glassarna), si resonemangen
dar fungerar dven hir (liksom Gvrigt material i det problemet). Problemen passar antag-
ligen att gora med ett ganska langt mellanrum, sa att man glomt detaljerna men dnda
kinner igen sig.

Vill man goéra problemet enklare kan man boérja med 2 och 3 personer. Vill man gora det
svarare kan man starta direkt i n personer. (Det kan fungera i en erfaren elevgrupp, som
vet att det brukar vara en bra idé att borja med de enkla fallen &ven om man inte siger
det &t dem.)

2.1 Anvindbart material

e Papper, pennor i flera farger, linjal.

2.2 Svar till grundproblemet

a) 6 kramar.

b) 10 kramar.
c) 45 kramar.
d) 190 kramar.
n nn—1) n?-n
e) =1424+--+(n-1)= = kramar.
2 2 2
) —

f

2.3 Svar till utvidgningarna

Lika eller olika, udda eller jamnt?

a)

b) Om det inte blivit dtminstone tva lika svar sd har nagot blivit fel i bokforingen.
c) Se losningsstrategier.

d) Om det inte &r ett jimnt antal som har udda véirden s& har nagot blivit fel.

e) Se losningsstrategier.

Gifta par

a) 3 personer.

b) 3 personer.

2.4 Matematiskt inneh3ll

Forkunskaper
Absolut nodvindigt:

e Addition och multiplikation
e Variabelbegreppet
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Utbyte
Exakt vad man far beror pa vilka av l6sningsmetoderna man kommer pa.

Problemstrukturering

Modellering (med graf)

Flera metoder for samma problem

Kombination av 16sningsstrategier kan ge nya insikter
Monsterigenkidnning

Begrepp:

aritmetisk talfoljd,

summa, av aritmetisk talfoljd,

algebraisk formel,

kombinatorikens additions- och multiplikationsprinciper,
rekursion,

urval (med och utan ordning och aterliggning),

bevis av l6sningars korrekthet,

icke-linjira samband,

postfacksprincipen?,

udda och jimna tal

2.5 Ldésningsstrategier till grundproblemet

Tabell och leta ménster Oavsett hur man tittar pa problemet si kan man samla resul-
taten i en tabell, dir man sedan forsoker se ett monster.

5
10

Personer | 1
Kramar | 0

2 3 4
1 3 6

Det &r inte sa troligt att man lyckas ldsa ut andragradsformeln ur detta, men systemet
for okningarna dr inte sa svart att se.

Drop-in Anta att personerna kommer en i taget. Varje person tar da och kramar alla
som redan dr pa partyt nir den anlinder. Detta antal 4r ett mindre &n personens "num-
mer” (sd person 7 kramar de 6 som redan &r dir). Ger 1+2+3+--- 4 (n — 1) kramar.

P34 rad Stall upp personerna péa rad. Person 1 gar utmed raden och kramar de n — 1 6v-
riga personerna. Sedan ska person 1 inte krama nagon mer, utan gar undan. Person 2 gar
nu utmed raden och kramar de n — 2 6vriga. Och sa vidare. Ger (n — 1)+ (n —2) +--- +
2 + 1 kramar.

(Det finns ett antal andra sétt att visualisera processen som leder till denna formel. Jam-
for ocksa resonemang 1 och 2 i problemet Glassarna pé sidan 47.)

Cirkulera Vi antar att n dr jamnt. Still upp personerna pa tva rader med n/2 personer,
mitt emot varandra. Alla kramar personen mitt emot. Sedan flyttar sig raderna at ho-
ger. Den som stod langst till hoger flyttar 6ver till vinstraste positionen i andra raden.
Upprepa tills vi &r tillbaka pa ursprungsuppstéllningen. Ger n — 1 uppstéllningar dér det
varje gang gors n/2 kramar; (n — 1) - n/2 totalt. Resonemanget kan modifieras till udda
antal, dir en person far sta Gver i varje steg.

40cksa kallad breviddeprincipen, duvslagsprincipen och fagelholksprincipen; alternativa Gversittningar
av pigeon hole principle.
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Multiplikationsprincipen Var och en av de n personerna kramar n — 1 andra. Blir
n(n — 1). Fast vi har dubbelréknat, varje kram har kommit med pa tva personers kon-
ton. Halvera.

(Att resonera s& hir men missa halveringen ar ganska vanligt. JAmfor ocksé resone-
mang 3 i Glassarna, sidan 48.)

Modellering med graf Representera varje person med en plupp, och dra ett streck mel-
lan varje par av personer for att representera kramen. Analysera antalet streck. (Ger tro-
ligen antingen pd rad eller multiplikationsprincipen som resultat.)

Detta ar alltsa ett exempel pa det som inom den diskreta matematiken kallas Grafteori.
"Plupparna” brukar kallas noder eller hérn, och “strecken” kanter. Om ingen kommer att
tinka pa att gora sa hir sa bor man visa det — tekniken dr sa generellt anvindbar att
man bor ha sett den.

Klassisk kombinatorik Om néagon rakar kunna standardkombinatorik s& kan den se pro-
blemet som antal sitt att ta ut 2 personer bland n mdojliga utan hinsyn till ordning och
utan aterliggning. Varje sadan uttagning motsvarar en kram som ska goras. Detta kan
beréknas som ett binomialtal:

<Z> T2l (nn!— 2)l n(g-zl)

Summan De flesta resonemangen landar pa summan av en aritmetisk talféljd. Olika
sitt att resonera for att ga fran summan till n(n — 1)/2 finns beskrivna i Glassarna pa
sidan 49.

2.6 Ldosningsstrategier till utvidgningarna

Lika eller olika, udda eller jamnt?

Varfor tvd méaste ha samma antal:

Postfacksprincipen Tinkbara antal dr allt mellan 0 (krama ingen) och n — 1 (krama
alla). Detta &r n mojliga antal. (Har finns risk for “fence post error”; att man tror att
eftersom sista virdet ar n — 1 s& ar antalet virden n — 1.)

Dock kan inte 0 och n — 1 existera samtidigt; finns det en 0:a sa finns det inte en n — 1:a,
och tvirtom. (Om nagon kramat ingen s& kan det inte samtidigt finnas nagon som kra-
mat alla.) S& det finns alltsd n — 1 samtidigt mojliga virden.

Se nu de n — 1 virdena som postfack och de n personerna som brev. Varje person ska
fa ett virde, vilket motsvarar att brevet ska stoppas in i ett brevfack. n — 1 postfack for
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n brev réicker inte till f6r att alla breven ska kunna hamna i olika fack. S& atminstone tva
méaste hamna ihop. (Det ar alltsd detta som kallas postfacksprincipen.)

Varfor det finns ett jimnt antal uddakramare:

Dubbelrdkning Varje kram involverar 2 personer, s om man fragar alla hur manga de
kramat far man antalet kramar ganger 2, vilket dr ett jimnt tal. Ska man addera fram
ett jaimnt tal maste man ta ett jamnt antal udda tal (och valfritt antal jaimna tal), an-
nars blir svaret udda. Sa det maste vara ett jamnt antal udda-kramare.

Induktion Innan nagra alls kramats fanns det 0 personer som kramats ett udda antal
ganger. Vad hinder sedan néar folk borjat kramas?

e Om tva som bada kramats ett udda antal ganger kramar varandra sa blir de ”jam-
na”, och antalet udda kramare har minskat med tva. Var antalet jamnt innan sa &ar det
fortfarande jamnt.

e Om tva ”jimna” kramas omvandlas de till "udda”, och antalet udda kramare dkar med
tva. Var antalet jimnt innan si &r det fortfarande jimnt.

e Och om en ”jamn” kramar en "udda” byter de kategori med varandra, och antalet udda
kramare ar oférdndrat. Var antalet jimnt innan sa ar det jamnt efter.

Antalet udda kramare var jamnt fran borjan, och inget vi gor kan dndra péa detta. Det
fortsétter att vara jaimnt.

Modellering med graf Grafmodellen kan ocksa hir vara anvindbar. Varje person re-
presenteras med en nod, de kramar som gors av kanter. Fér varje nod kan man studera
antalet kanter som ansluter till noden, nodens grad eller valens. Graden hos en nod mot-
svarar antalet kramar som personen deltagit i. Eftersom varje kant har tva &ndar kom-
mer summan av gradtalen bli tva ganger antal kanter, vilket &r ett jamnt tal. Och en
summa som blir jAimn maste innehalla ett jimnt antal udda termer.

(Den grafteoretiska sats som séger att antalet noder med udda grad &r jaimnt kallas
handskakningslemmat, just baserat pa det hir problemet som oftast formuleras som rik-
ning av handskakningar.)

Gifta par

Eftersom ingen skakat hand med alla var maximala antalet handskakningar 6. Om de
7 tillfragade gav olika svar maste dessa vara talen 0 till 6.

Resonemang i ord

e Den som skakade hand med 6 personer maste ha gjort det med alla utom den som ska-
kade hand med noll stycken. Har da bland annat skakat hand med damen. Den med
noll skakningar maste vara den som &r gift med denna person.

e Den som skakade hand med 5 personer maste ha gjort det med alla utom ”nollan”
(som inte skakat med nagon) och “ettan” (som redan gjort av med sin skakning pa
“sexan”). Har alltsa skakat hand med damen. "Ettan” méaste vara gift med den hér per-
sonen.

e Den som skakade hand med 4 personer maste ha gjort det med alla utom "nollan”, "et-
tan” och "tvaan”, for de har gjort av med sina skakningar pa féregaende personer. Har
skakat hand med damen, maste vara gift med "tvaan”.

e "Trean” finns med bland de som skakat med "sexan”, femman” och "fyran”, och ska
alltsa inte skaka hand med nagon mer. S& damen har de tre skakningar vi redan om-
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ndmnt och inga mer. Och damen och ”trean” maste vara gifta med varandra (for det
finns inga andra kvar som de skulle kunna vara gifta med — uteslutningsmetoden).

Grafisk losning Det foregidende resonemanget kan ocksd genomforas grafiskt, genom att
man ritar en nod for varje person, och sa drar kanter for handskakningarna.

2 1
o °
3 o0
N
5 6
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3 Tornet

Problemet &r taget ur Rika matematiska problem av Kerstin Hagland, Rolf Hedrén och
Eva Taflin, © forfattarna och Liber 2005. Atergivet med tillstand. Bokens lirarsidor in-
nehaller betydligt mer dn vad vi fatt rum med hér.

Problemet dr ganska avancerat, och det dr dérfor bra om man har gjort nagra lite littare
“monsterproblem” innan. Det finns ocksd mdjlighet att forenkla problemet, t.ex. till bara
en trappa och formulera motsvarande fragor baserat pa den.

3.1 Anvandbart material

e Klossar (i stort antal).
e Rutat papper, linjal.
e Eventuellt: minirdknare.

3.2 Svar

1) 28 kuber.
2) 276 kuber.
3) 1+54+-+@n—-1)+1)=4-(1+2+4---+ (n—1)) +n =n(2n — 1) kuber.
4) —

3.3 Matematiskt innehdll

Nagot om matematiken i problemet, ur Rika matematiska problem.

Hér foljer en kortfattad lista med exempel pad matematiska kunskaper som elever och li-
rare kan anvinda sig av och utveckla under l6sningen av problemet:

e naturliga tal

tabell

monster

aritmetisk talfoljd

area

plangeometriska figurer
rymdgeometriska figurer
variabelbegrepp

formel.

3.4 Ldésningsstrategier

Kortfattade exempel pa ldsningar av problemet Tornet, ur Rika matematiska problem.

Anvinda konkret materiel Bygg upp tornet pa riktigt med hjilp av nagon typ av klos-
sar. Ridkna klossarna. Forsok hitta matematiska ménster. Om man ligger klossarna plan
fér plan bredvid varandra som i figuren nedan, kan man exempelvis upptéicka att det
Okar med 4 klossar for varje nytt plan.
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Packar man ihop dem som i figuren nedan, kan man litt uppticka att totala antalet klos-
sar i ett 4-vaningstorn ir 4 - 7 = 28 st.

Rita en bild 1 Dela i tanken upp tornet i plana figurer och rita dem. Rikna kuberna.
Forsok hitta matematiska monster.

Hér kan man exempelvis upptécka att antalet bitar i 4-vaningstornet ar
4-1+2+43)+4=4-6+4=28

Pa motsvarande sédtt kan man rita upp och rikna ut delproblem b:
4-(1424+34+44+5+6+7+8+9+10+11)4+12=4-66+ 12 =276

Rita en bild 2 Sitt i tanken samman kuberna pé ett sitt som underlattar utraknandet
av totala antalet kuber, till exempel som en rektangel. Forsok hitta matematiska mons-
ter.

I figuren ovan har tva av tornets "vingar” lagts upp och ned mot de andra tva. Mittpela-
ren ar kvar i mitten.

Hér kan man se att om tornet &r n bitar hogt sa dr rektangelns hdjd n och rektangelns
bredd (2n —1):

(n—-1+1+(n-1)=2n-1

D4 &r totala antalet bitar n(2n — 1).
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Gora en tabell Téink ut hur manga kuber det finns pa plan efter plan. Borja uppifran.
Anteckna resultatet i en tabell. Forsok hitta matematiska monster.

uppifran antal kuber totalt antal kuber

sett pa planet
plan 1 1+4.0=1 1
plan 2 1+44-1=5 1+5=6
plan 3 1+4.-2=9 1+54+9=15
Insikter:
*Det 6kar med 4 kuber for
varje nytt plan.
*Totala antalet kuber ar
plan 4 144.3-13 14549413028 summan av en aritmetisk

talfoljd dar det ar 4 mellan
varje tal, dar det forsta
talet dr 1 och det sista
talet ar antalet kuber i
detta plan.

(14 45)12

plan 12 14+4-11=45 =276

1+---+(4n-3)=

plan n L+4-(n—1)= :w:
=4n-3 2
=n(2n-1)

Det egna problemet Nir det giller det egna matematiskt liknande problemet, sa dr
det, som vi ser det, bra om foljande punkter finns med:

e det bor handla om en tredimensionell figur som byggs av mindre, lika stora, delar

e Iosaren ska uppticka att figuren vixer pa ett bestimt sitt

l16saren ska kunna beskriva totala antalet smadelar i figuren med hjilp av summan av
en aritmetisk talfoljd

e IGsaren ska forkorta denna summa till en generell formel dér n ingar

e 16saren ska uppmanas att hitta pa ett eget liknande problem och 16sa det.

Se dven listan under rubriken Nagot om matematiken i problemet. Vilken matematik har
eleven fatt med i sitt eget problem?
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4 Buskar pa rad

Problemet ar taget ur 32 rika problem i matematik av Maria Larsson, () Maria Larsson

och Liber 2007. Atergivet med tillstand.

4.1 Anvandbart material

e Rutat papper, linjal, fargpennor.

o Kvadratiska plattor eller klossar i tva farger (t.ex. mosaik; blaser inte bort om man

nyser...)
e Eventuellt minirdknare.

4.2 Svar till grundproblemet

1. a) 23 plattor.

28 plattor.

53 plattor.
503 plattor.

) 5n + 3 plattor.
2. 41 buskar.

3. —

4. —

b
c
d
e

4.3 Svar till utvidgningarna

1. a) 21 plattlingder

25 plattlangder

45 plattlangder
405 plattlangder
4n + 5 plattlingder
27 plattareor

)
b)
c)
d)
)
)
) 33 plattareor
)
)
)
)
)
)
)

@

2. a

b
¢) 63 plattareor
d) 603 plattareor
3-(2n + 1) plattareor
4/27 ~ 14,8 % jord
5/33 =~ 15,2 % jord
10/63 ~ 15,9 % jord
100/603 ~ 16,6 % jord
e) n/3.(2n+1) jord.
4. Andelen jord gar mot /6 ~ 1,667 %.

w
& @

b
c
d

4.4 Matematiskt innehéll

Detta avsnitt dr nyskrivet till problembanken.

Forkunskaper

For att 6ver huvud taget kunna gora nagot med uppgiften:

e Addition och multiplikation (och sambandet mellan dessa riknesétt).

For att fa fullt utbyte:

e Algebraisk notation (med variabel)
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e Algebraiska omskrivningar (inklusive distributiva lagen)
e Ekvationslosning.

Om man véljer att g in pa utvidgningarna:

o Area

Utbyte

Olika strategier for samma problem

Monsterigenkénning

Formulering av verklighetsproblem i matematiska termer (modellering)
Olika séitt att formulera algebraiska uttryck, och hur de kan omformas till varandra.
Uttryckets form i relation till den beskrivna verkligheten.

Parenteser och prioritetsordning

e Begrepp:

linjara samband,

algebraiska formler,

area,

rekursion,

ekvation

4.5 Ldsningsstrategier till grundproblemet

Detta avsnitt ar taget ur 32 rika problem i matematik.

Anvind konkret material Om man ligger plattor med till exempel stenar, lego eller
tarningar gar det att se att man for varje buske lagger till 5 plattor med formen av ett

- TR

Antalet plattor okar alltsd med 5 for varje ny buske. Eftersom man startar med 3 lodréta
plattor samt ett spegelvint C maste formeln for antal plattor vara 3 + 5n = 5n + 3 dér
n ar antalet buskar.

Sétt upp en tabell

Antal buskar Antal plattor
1 8
2 13
3 18
4 23
5 28
10 53
15 78
n on+ 3

For varje ny buske 6kar antalet plattor med 5. Eftersom det dr 8 plattor runt den forsta
busken kan formeln skrivas som 5n + 3, dir n &r antalet buskar.
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Rita en bild och resonera logiskt Man kan utgé fran lodrata rader av plattor. Mel-
lan varje buske samt i &ndarna ar det en lodrit rad med tre plattor. Sedan ar det dven
en platta 6ver och under varje buske. Om n &r antalet buskar kan antal plattor 6ver
och under buskarna uttryckas som 2n och antal plattor mellan buskarna och vid &ndar-
na kan tillsammans uttryckas som 3(n + 1). Totala antalet plattor kan uttryckas som
2n+3(n+1)=2n+3n+ 3 =5n+ 3, dir n &r antalet buskar.

K

Ett alternativt resonemang ar att utga fran horisontella rader av plattor. Den 6vre och
undre raden bestar vardera av 2n + 1 plattor. Plattorna mellan buskarna samt i &ndarna
ar n + 1 stycken. Totalt &r det (2n 4+ 1) + (2n 4+ 1) + (n + 1) = 5n + 3 plattor, dér n ar
antalet buskar.

Ett tredje resonemang &r att utga fran hela rektangeln och sedan dra ifran buskplante-
ringarna. Totala antalet plattor blir 3(2n+1) —n =6n+3 —n = 5n+ 3, dir n ar antalet
buskar.

Stall upp en ekvation For att ta reda pd hur manga buskar Camilla méste plantera om
hon har 208 plattor kan man stélla upp féljande ekvation dir n dr antalet buskar:

5n + 3 = 208
5n = 205
205

n=— =41
5

Det finns alltsd utrymme for 41 buskar.

Foéljande lésningsvarianter finns inte med i 32 rika problem, utan har vidarebefordrats av
larare som anvdint boken:

Fler bildalternativ Runt varje buske ligger 8 plattor. 8n ger dock dubbelrikning av
plattor som ligger mellan tva buskar. Finns n — 1 sadana platt’kolumner”, med 3 plat-

tor i varje. Ger 8n — 3(n — 1) plattor.

Kvadraten runt forsta busken kan ses som hopsatt av av tva L-formade bitar, med 4 plat-
tor i varje. For varje buske man sedan lagger till ligger man pa ytterligare ett L, och
dessutom en platta i kanten. Ger 4(n + 1) + (n — 1) plattor.

fato
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4.6 Ldsningsstrategier till utvidgningarna

Detta avsnitt dr nyskrivet till problembanken.

I princip alla metoderna och sétten att se paA monstret kan ocksd anvindas har. Den sista
deluppgiften innehaller dock lite nytt:

Gransvardesresonemang Andelen jord blir

n n 1

~
~

32n+1)  3-2n 6
Nér n dr stort sa blir 1:an forsumbar i férhallande till Gvriga virden.

Man kan ocksa se det som att varje "busktilligg” har arean 6 plattareor, varav en ar
jord. Det enda som avviker fran det monstret dr de tre plattorna i borjan. Nar n ar stor
ar de inte mycket att bry sig om, och d& &r jordarean ungefar 1/6 av det hela.

4.7 Kommentarer
Detta avsnitt dr nyskrivet till problembanken.

I alla problem som handlar om monster kan man hamna i en diskussion om hur mycket
man behover motivera. Om man stéllt upp en tabell for de férsta tio fallen och upptic-
ker att varje fall &r 5 mer dn det forra, kan man da séga att sambandet dr sa?

En matematiker svarar nej. Man kan stélla upp hypotesen att sa ar fallet, men innan
man har en forklaring till varfér kan man inte vara siker. Monsterigenkénning &r bara
forsta steget. Mer om detta finns i avsnitt 15.7 pa sidan 112.

(Personligen &r jag av sddana hir skiil inte s& fortjust i uppgifter av typ “skriv upp nista
tal i serien”. Det gar alltid att hitta ett antal olika mdnster som bdérjan av serien pas-

sar in pa, och "nédsta tal” blir ju helt olika beroende pa vilket ménster man hittat. I Fem
myror ar fler dn fyra elefanter brukade det inga en “sortera bort den som inte passar in”-
uppgift, som deltagarna 16ste pa helt olika sitt. Den uppgiften gillade jag. Hillevi Gavel)
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5 Lagga plattor runt rabatter

Det hér problemet forekommer i manga bécker med moénsteranalys. Den hir versionen
dr formulerad av Cecilia Christiansen och Maria Larsson. Det passar inte att ta direkt i
anslutning till Buskar pd rad, eftersom problemen &r mycket lika. Men har man gjort det
ena ett 14sar sa kan det passa att inleda med det andra nésta 14sar.

5.1 Anvandbart material

e Rutat papper, linjal, firgpennor.
o Kvadratiska plattor i tva farger (t.ex. mosaik; blaser inte bort om man nyser...)
e Eventuellt minirdknare.

5.2 Svar

1. a) 14 plattor.
b) 16 plattor.
c) 34 plattor.
d) 114 plattor.
2. Ett omrade motsvarande n x 1 plattor &r omgivet av en 1 platta bred ram. (Kan for-
muleras pa ménga sitt!)
2n+6
76 plattor langt.
5. —

- w

5.3 Matematiskt innehll

Forkunskaper

For att 6ver huvud taget kunna gora nagot med uppgiften:

e Addition och multiplikation (och sambandet mellan dessa riknesétt).
For att fa fullt utbyte:

e Algebraisk notation (med variabel)

e Algebraiska omskrivningar (inklusive distributiva lagen)
e Ekvationslosning

e Monsterigenkinning

Om man véljer att ga in pa utvidgningarna:

o Area

Utbyte

Olika strategier for samma problem

Monsterigenkénning

Formulering av verklighetsproblem i matematiska termer (modellering)

Olika séitt att formulera algebraiska uttryck, och hur de kan omformas till varandra.
Uttryckets form i relation till den beskrivna verkligheten.

Parenteser och prioritetsordning

e Begrepp:

linjara samband,

algebraiska formler,

area,

Problembanken Februari 2015
http://matematiklyftet.skolverket.se 69(132)



Skolverket

rekursion,
ekvation

5.4 Ldsningsstrategier

Analys av monstret

Bygg och rdkna antingen genom att rita pa rutat papper eller genom att bygga olika
storlekar pa rabatter. Det generella uttrycket gar ju inte att fa fram med denna teknik,
men de ovriga gar. (Storlek 54 blir nog ganska trakig att 16sa s& hér, men det &r mdoj-

ligt.)

Denna metod kan mycket vil vara en inledande undersékning till nagon av de efterféljan-
de.

Tabell med analys for att hitta monster; sammanstéillning av Bygg och rdkna:

storlek |1 2 3 4 5 6
plattor | 8 10 12 14 16 18

Detta kidnner man igen som 2:ans tabell flyttad ett par steg, och det motsvarar formeln
2n + 6.

Kant och tva dndplattor Over- och nederkant har lingd n + 2, och s har vi 2 plattor i
andarna pa rabatten: 2(n + 2) + 2.

1

Kanter och fyra hérn Ovan- och nedanfor rabatten har vi n plattor, till hdger och
vanster 1 platta, och s& ar det 4 horn: 2n + 2 + 4.

1

Sidor och nederkant 3 plattor i vardera sidan, och si n plattor over och under rabat-
ten: 2 -3 4 2n.

1

Kantlingd (Felaktig) Lingden pé over- och nederkant &r n + 2, lingden pa sidorna 3,

sa det blir 2(n +2) +2- 3.
[ ] [ ]
[J [ J

[(ITTTTT]

Kantlingd — med korrigering Léngden pé 6ver- och nederkant ar n + 2, langden pa
sidorna 3, sa det blir 2(n + 2) + 2 - 3. Fast d& har de 4 hornen kommit med 2 ganger,
korrigera: 2(n + 2) 4+ 2 -3 — 4. (Samma figur som i foregiende resonemang.)
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Rektangel med hal Hela rabatten ar rektanguldr, med sidorna n + 2 och 3. Halet mot-
svarar n plattor. Totalt (n +2) -3 —n.

Rekursivt Ska vi forstora en figur si far vi flytta plattan i &ndan ett steg och ligga pa
2 nya hornplattor. Blir alltsa 2 plattor mer f6r varje figur.

-

Tabell Man kan fylla i tabellen tills man nar till 158 plattor och sé lidsa av. (Ganska
trakigt men fullt genomforbart.)

Rabattens lingd

Stall upp en ekvation Man kan stélla upp en ekvation utgiende fran den formel man
har tagit fram:

2n + 6 = 158
2n = 152
n="176

5.5 Kommentarer

Se kommentarerna till Buskar pd rad pa sidan 68.
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6 En brakmiddag

Problemet ar taget ur 32 rika problem i matematik av Maria Larsson, () Maria Larsson
och Liber 2007. Atergivet med tillstand.

Detta problem kan vil inte med bésta vilja i viarlden klassas som realistiskt, men det &r
sd uppenbart orealistiskt att de flesta elever som provat uppgiften tycker att det &r ro-
ligt. Vill man sedan ha realism ocksa sa kan man ga vidare till utvidgningarna, som fo-
kuserar pa den aspekten.

Problemet svarighetsgrad kan okas eller minskas genom att man &ndrar antalet aktorer
som gor nagot eller genom att man &ndrar siffrorna. Problemets sammanhang kan o ksa
dndras till att exempelvis handla om personer som malar staket eller klipper gras eller
om badkar som ska fyllas.

Det kan behévas att man vid introduktionen av problemet understryker att djuren dter
samtidigt. En del elever tinker sig o ksa att det ska vara rattvist sa till vida att djuren
far ata lika mycket, nagot som man ocksa kan diskutera vid introduktionen av proble-
met. (Har blir det ju inte rattvist!)

6.1 Svar till grundproblemet

1. 2 timmar.

2. 1 timme och 20 minuter.

6.2 Svar till utvidgningarna

1. Antagligen borjar djuren slass, och det slutar med att vinnaren #ter hela faret. Aven
om de inte gor detta si bor de vara ivigen fér varandra och dirmed inte dta i samma
hastighet som om de var ensamma.

2. Troligen &dter man fortare i borjan &n i slutet. Den som saktar av forst far mest nack-
del av det hela, for d& hinner de andra dta upp mer &n sin berdknade andel.

3. Se ldsningsstrategier.

6.3 Matematiskt inneh3ll

Detta avsnitt dr nyskrivet till problembanken.

Forkunskaper
For att 6ver huvud taget kunna gora nagot med uppgiften:

e Brakrékning
e Tidsenheter

Bra att ha:

e Ekvationslosning

Utbyte

Olika strategier for samma problem.

Formulering av "verklighetsproblem” i matematiska termer (modellering)
Brakrikning i sammanhang

Diskussion om det realistiska i den matematiska modellen
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e Begrepp:
brak (addition och division),
proportionalitet,
ekvation,
hastighet.

6.4 Losningsstrategier till grundproblemet

Detta avsnitt dr kopierat ur 32 rika problem i matematik.

Resonera logiskt Lejonet &ter 1/3 far och bjornen 1/6 far pa en timme. Tillsammans
ater de 2/6 + 1/6 = 1/2 far pa en timme. Det tar alltsd 2 h for lejonet och bjornen att
tillsammans dta upp ett far. Man kan ocksé séga att pa 6 h dter bjornen ett far och le-
jonet tva far. Tillsammans dter de alltsa tre far pa 6 h, vilket ger att det tar 2 h for dem
att dta ett far.

Nir alla tre djuren dter kan man utga ifran att lejonet och bjérnen tillsammans &ter

1/2 far pa en timme. Leoparden &ter 1/4 far pa en timme. Alla tre djuren dter da 1/2 +
1/4 = 3/4 far pa en timme. De har da 1/4 far kvar att ata vilket maste ta 1/3 h, alltsa
20 min. Totalt tar det 1 h 20 min for alla tre att dta ett far. Man kan ocksa sdga att pa
4 h ater leoparden ett far och lejonet och bjornen #ter tillsammans tva far, alltsa tre far
totalt. Det ger att de dter ett far pa 4/3 h, som dr 1 h 20 min.

Sétt upp en tabell

Antal far Antal far Antal far
Antal . Antal far
. lejonet bjornen leoparden .
timmar . . . alla ater
ater ater ater
1 1/3 /6 1/4
2 2/3 1/3 1/2
3 1 /2 3/4
4 /3 2/3 1
5 5/3 5/6 5/4
6 2 1 3/2
12 4 2 3 9

Lejonet och bjornen dter tillsammans 3 far pa 6 h, vilket ger att det tar 2 h att dta ett
far for lejonet och bjornen tillsammans. Alla tre djuren ater tillsammans 9 far pa 12 h.
Det tar alltsa 12/9h = 4/3h =1 h 20 min fér dem att dta ett far.

Anvind konkret material T.ejonet dter dubbelt si snabbt som bjornen. Det betyder att
lejonet dter dubbelt s mycket som bjornen pa lika lang tid. Om man lagger tva gula le-
gobitar (det lejonet dter) och en brun legobit (det bjornen &ter) bredvid varandra, sa ser
man att lejonet och bjornen tillsammans dter tre ganger sa mycket som bjérnen ensam
dter pa lika lang tid. Lejonet och bjérnen dter alltsa tre ganger sa snabbt som bjérnen
ensam. D& tar det 6/3h = 2 h for lejonet och bjornen att dta ett far. P4 samma sitt kan
man utgd ifran att lejonet och bjérnen tillsammans &ter ett far dubbelt sa fort som leo-
parden. Om man ldgger legobitar kan man dra slutsatsen att det tar 4/3h = 1 h 20 min
for alla tre djuren att tillsammans ata ett far.

Rita en bild Tejonet &ter ett far pa 3 h och bjornen dter upp ett far pa 6 h. Alltsa ater
lejonet 1/3 far och bjornen /6 far pa en timme. Om en cirkel forestéller ett helt far kan
man rita in hur stor del lejonet och bjérnen &dter. Da ser man att de dter 1/2 far pa en
timme. Alltsa tar det 2 h for lejonet och bjornen tillsammans att dta ett helt far.
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Leoparden
Lejonet @ Lejonet %
Bjornen Bjornen

P& samma sétt kan man rita in att lejonet och bjornen &ter 1/2 far och leoparden 1/4 far
pa en timme. D& ser man att alla tre djuren tillsammans &ter 3/4 far pa en timme. Alltsa
tar det 1/3 timme = 20 min till att dta 1/4 far till, si det tar 1 h 20 min totalt.

Stall upp en ekvation Lejonet éter 1/3 far, bjornen 1/6 far och leoparden 1/4 far pa en
timme. Om man antar att det tar ¢ timmar for alla djuren tillsammans att dta upp faret
kan man stélla upp foljande ekvation:

1+1+1 t=1
3 4 6/
9 3

—t="t=1
12

t=

ol i s

De tre djuren #ter alltsa ett far pa 1 h 20 min.

6.5 Ldsningsstrategier till utvidgningarna

Genom att diskutera det realistiska i problemet kan man ocksa synliggora vilka (ofta out-
talade) forutsittningar som géller i sddana héir problem. De &r virda att skiirskada, for
vid "riktig” probleml6sning brukar man verkligen behéva bedéma vad férutsdttningarna
ar.

Realistisk variant Har galler det att fa eleverna att sldppa djuren och fundera pé na-
got som verkligen dr realistiskt. Har dr en rimlig variant (ddr forutsittningarna “haller
samma tempo hela tiden” och "interfererar inte med varandra” kan anses vara uppfyllda):

En fabrik har flera olika maskiner, som kan tillverka ett lass av en produkt pa olika givna
tider. Hur lang tid tar det att fa ihop ett fullt lass om man anviinder alla maskinerna till
detta dndamal?
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7 Andel av andel

Problemen ar formulerade av Karin Pollack och Cecilia Christiansen. Manadspengen ar
den enklare varianten. I boken Tema problemldsning i matematik av Cecilia Christiansen
och Doris Lindberg finns ett problem, Pengar, som bygger pa samma grundidé.

7.1 Anvindbart material

e Pennor, rutat papper (girna millimeterrutat).
e Eventuellt: minirdknare. (Beror pa vad man vill fokusera pé i uppgiften.)

7.2 Svar till grundproblemet
Maénadspeng

a) 600 kronor.
b) —

Emmas USB-minne

a) 6 GB upptaget.
b) —

7.3 Svar till utvidgningarna

a) Om man later alla villkor vara av typen "ta mindre &n 100 % av tillgénglig resurs” sa
gar det alltid att bestimma “resurs fran borjan”.
I ett problem upplagt som USB-minnet, dir man bestdmmer hur mycket av utrym-
met som var upptaget fran borjan, kan man dock raka vilja siffrorna sa att det lediga
utrymmet som fordras &r storre &n det totala minnesutrymmet. Det givna problemet
skulle exempelvis vara olosligt for ett 4 GB-minne. (Se ocksd Verklighetskontroll.)

b) Realisationer, t.ex. "Jag behévde bara betala 189 kronor for den hér kappan, for forst

s& var den nedsatt 30 %, och sedan var det halva priset pé allt just den dagen och s&

hade jag en rabattkupong som gav 10 % rabatt”.

) 239 = 1073741 824 Byte, diir en Byte ér 8 bitar, d.v.s. 8 binira siffror.

d) Nej, for utrymmet bestar av ett antal odelbara enheter, o h det antalet ar inte del-
bart med 7.

7.4 Matematiskt innehéll

Férkunskaper

Decimaler

Brakrikning

Procent

Sambanden mellan ovanstaende
Andelar

Ekvationsldsning

Utbyte

e Formulering av verklighetsproblem i matematiska termer (modellering)
e Forstiarkning och sammanhang for det som riknas upp under forkunskaper.
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7.5 Ldésningsstrategier till grundproblemet

Ta och limna Man méste ha klart for sig t.ex. att om man tar 60 % av tillginglig re-
surs sa ldmnar man 40 %. (Dér kan det latt bli fel.)

Tomt utrymme/fullt utrymme (USB) 1 alla 16sningsvarianter maste man halla reda pa
vad som ar tomt utrymme och vad som &r fullt utrymme.

Beridkningarna med variabler kan allihop stéllas upp med antingen tomt utrymme eller
fullt utrymme som variabel. Berikningarna nedan har det tomma utrymmet; genom att
byta 2 mot 8 — 2 far man en 16sning med det fulla utrymmet istillet. (Ekvationerna blir
enklare da man arbetar med det tomma utrymmet, men man blir tvungen att gora ett
sista steg for att fa fram svaret pa fragan.) Det kan vara intressant att jimfora tva 16s-
ningar som har var sitt angreppssitt men som &r identiska fér Gvrigt.

Rikna baklinges — grafiskt Mdnadspeng: Rita en rektangel som representerar 216 kro-
nor. Dela den i 9 bitar, rita till en sddan del. Det ger pengar innan glasskopet.
Dela denna rektangel i 3 delar och rita till 2 sddana. Ger pengar innan trojan.

Dela denna rektangel i tva delar och rita till en sddan. Ger pengar fran borjan. Mat/14s
av och relatera till anvind skala.

Hur pass bra denna 16sning blir beror mycket pa vilken skala man anvénde och hur exakt
man ritar.

kvar glass  trgja vaska
T
I
I
1
T
) 60 % } 40 % )
. /3 . /3 .
\ 216 kr ' 216 kr ' ? kr ,

USB-minne: Rita en rektangel som representerar 0,5 GB. Dela den i 7 delar, rita till en
sadan del. Det ger ledigt minne innan korten.

Dela denna rektangel i 2 delar och rita till 3 sddana. Ger utrymmet innan filmen.

Dela denna rektangel i 5 delar, och rita till 2 saidana. Nu har vi en rektangel som mot-
svarar utrymmet fran borjan. Se efter hur manga av den ursprungliga rektangeln det
motsvarar.

kort film spel
T

ledigt

7/8 1/8
e
o 40% 60 % :
. Al \ Al .

05GB  05GB 05GB 05 GB

Héir kan man notera att USB-minne, som har svarare sifferrikning, trots detta dr enklare
in Mdanadspeng att 16sa exakt med just den hér tekniken.
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Rikna baklinges — utan variabler Manadspeng: 216 kronor ar det som finns kvar pa
slutet av manadspengen. Det ar 9/10 av det som fanns innan glassen képtes. D& méste
pengarna som fanns da vara 10/9 - 216 = 240 kronor.

Det var 60 % av det som fanns innan kopet av trojan. D4 méste summan innan dess ha
varit 1/0,6 - 240 = 400 kronor.

Det var 2/3 av ursprungssumman, som maste ha varit 3/2 - 400 = 600 kronor.

USB-minne: 0,5 GB dr det som finns kvar pa slutet i USB-minnet. Det &r 7/s av vad
som fanns innan korten lades upp. D4 méaste utrymmet som fanns da vara 8/7 - 0,5 =
4/7 ~ 0,57 GB.

Det utrymmet var 40 % av det som fanns innan filmen lades upp. D4 méste utrymmet
som fanns innan dess varit 1/0,4 - 4/7 = 10/7 ~ 1,43 GB.

Det utrymmet var 5/7 av det som fanns innan spelen laddades ner. D& méste utrymmet
som fanns innan dess varit 7/s5 - 10/7 = 2 GB.

I sa fall var 8 — 2 = 6 GB upptaget fran borjan.
Rikna baklinges — med variabler Sitt namn pa ”det man hade innan”, och 16s ekva-
tionsserien

%z =216 06y==x %z =y alternativt % cx=0,0 04dy==x %z =y

Hér kan en intressant diskussionsfraga vara om man kan kalla alla de obekanta ”x” eller
inte. Man kan inte kalla tva olika saker vid samma namn i samma problem, men det ir
OK att anvinda samma namn i olika problem. Ar detta ett enda problem eller tre olika
problem péa raken?

Rikna framlinges — multiplikativt Kalla det vi hade fran borjan for x. Vi har att

-0,6- 55 =216  alternative ~ x-2-.04-

[eslEN]

. =05

wWin

vilket ger
x = 216/ = 600 kronor alternativt z=05/1 =2GB

Héar finns varianterna att multiplicera ihop alla konstanterna och sedan dela, och att dela
med konstanterna en i taget.

Rikna framlianges — tabell Kalla det vi hade fran borjan for z. Still upp hur mycket vi
vid varje tidpunkt hade kvar, och hur mycket av detta som vi da gjorde av med.

Kvar Anvénds Kvar Anvénds
1. x 3. x x 27z
2. 2/3-x 0,4-2/3-x 5/7-x 0,6-5/7-x
3. 0,6-2/3-x 1/10-0,6 -2/3-x 0,4-5/7-x 1/8-0,4-5/7-x
4. || 9/10-0,6-2/3-x =216 7/8-0,4-5/7-2=0,5

Rikna framlinges — additivt (felaktigt) Om man forst gjorde av med 1/3 och sedan
med 40 % och sist med 1/10 s& méaste man totalt ha gjort av med 1/3440/100+1/10 = 5/6 av
ursprungsbeloppet. Alternativt: Om man forst tog 2/7 och sedan 60 % och sist 1/8 méaste
man totalt ha tagit 2/7 4 60/100 + 1/8 = 283/280 av det tillgingliga utrymmet.
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For USB-minne ger detta ett uppenbart orimligt svar, eftersom det dr mer &n 100 %. For
Mianadspeng kan det vara svarare att Gvertyga om att resonemanget dr fel. Ett enklare
exempel kan vara t.ex. forst 75 % och sedan 60 %. Additivt resonemang ger ett orimligt
svar, och eftersom det bara ar tva steg ar det littare att analysera resonemanget, exem-
pelvis i bild:

40 % 60 %

, 25 % , 75 % .

Rikna framlinges — additivt (korrekt) Kalla det vi hade fran borjan for x, och se hur
mycket som gar at i varje steg:

(3+04-2+75.06-2)z+216=2z
alternativt
(2+406-2+%-04-2)2+05=x

Los sedan ut z.

7.6 Ldosningsstrategier till utvidgningarna

Beridkningsanalys For att avgora om det gar att gora ett olosbart problem av den

hir typen dr nog bista sittet att analysera den berdkning som man gjorde for att 16sa
grundproblemet och se om det finns nagot som kan haka upp sig. (I USB-minnet finns
det det: sista steget, dir man drar det berdknade lediga minnet fran det totala tillgingli-
ga minnet. Vid illa valda siffror kan resultatet bli negativt.)
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8 Cykelforradet

Det héar &r ett populért problem, som vél finns i hur manga varianter som helst. Det &r
vanligt pa knep-och-knap-sidor i tidningar.

Bed6mer man att grundproblemet &r vil enkelt kan man hoppa pa det kommunala forra-
det direkt.
8.1 Anvidndbart material

e Papper, pennor, linjal.

e Eventuellt: minirdknare.

o Eventuellt: grafritande réknare eller program. (Har man detta sa leder man eleverna
mot en av losningsmetoderna. Om detta ar bra eller inte far man avgora.)

8.2 Svar till grundproblemet

a) 6 2-hjulingar och 5 3-hjulingar.

b) Ja. Ju fler av cyklarna som &r 3-hjulingar, ju fler hjul blir det. Det kan bara vara en
av fordonsblandingarna som har ratt antal hjul.

c) Forsta talet d&r antal 2-hjulingar, andra 3-hjulingarna:

(12,1), (9,3), (6,5), (3,7), (0,9)

(Den sista kan diskuteras.)

d) En klassiker hér dr bondgard med héns och grisar, dir man ger antal djur och antal
ben. (Om man bara hugger till med siffror dir kan det bli oldsligt — bensumman més-
te vara jamn.)

8.3 Svar till utvidgningarna

Det stora foradet
e 61 2-hjulingar och 56 3-hjulingar.

Det ol6sbara problemet

e Antingen for fa hjul, si att det inte ricker till 2 hjul per cykel, eller for méanga hjul, s&
att det blir mer &n 3 hjul per cykel. Annorlunda uttryckt: medelantalet hjul per cykel
ligger inte mellan 2 och 3.

Enklare variant

e 15 3-hjulingar skulle ha 45 hjul. 50 hjul ar fér mycket, om vi inte har trampbilar ock-
sal

Algebra

e Kalla antal 2-hjulingar f6r = och antal 3-hjulingar for y. Los ekvationssystemet

r+y=11
2z + 3y = 27

antingen berdkningsvigen eller grafiskt, genom att tolka ekvationerna som linjer.
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Enhjulingar
a) Mojliga losningar:
(0,6,5), (1,4,6), (2,2,7), (3,0,8)

(Man kan diskutera om den férsta och sista #r godtagbara. Aven om forskolan fger
cyklar av alla tre sorterna dr det ju inte sikert att allihop stéar i forradet.)

b) Om man har en mojlig l6sning med flera stycken 2-hjulingar kan man fa en annan ge-
nom att byta en 2-hjuling mot en 1-hjuling och en annan mot en 3 hjuling. Bade an-
talet cyklar och antalet hjul dr oférandrat om man gor detta. (D& det bara fanns tva
sorters cyklar gick det inte att byta en sort mot en annan utan att samtidigt &ndra
hjulantalen.)

Mer algebra

e I det hir fallet far vi ekvationssystemet,

r+y+z=11
T+ 2y+32=27

som inte har entydig l6sning. Man kan fa nagot i stil med x = z — 5,y = 16 — 2z,
ur vilket man kan tabellera upp l6sningar for olika antal z. Fér geometrisk tolkning, se
Losningsstrategier

Ett realistiskt problem

e Se Ldsningsstrategier

8.4 Matematiskt innehdll

Forkunskaper

Absolut nodvindigt:

e Addition, subtraktion, multiplikation.
Anvandbart:

Division

Medelvirde

Ekvationer

Negativa tal

Linjiara samband

Ekvationssystem
Rita linjen

Utbyte

Exakt vad man far for utbyte beror bade pa vilka férkunskaper man startade med och
vilka av utvidgningarna man gick in pa. Man bor fa en delméngd av nedanstaende:

Taluppfattning

Monsterigenkénning

Formulering av verklighetsproblem i matematiska termer (modellering)
Flera korrekta svar

Begrepp:

linjara samband,
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ekvationssystem, grafisk tolkning av ekvationssystem,
rita linjen,

delbarhet,

heltalslosningar.

8.5 Ldésningsstrategier till grundproblemet

Dessa géller framst férsta deluppgiften:

Ostrukturerat testande Dra till med ett antal, och se om det fungerar. Om inte: prova
nagot annat. Kan efter ett par steg overga till mer strukturerat arbete, med analys av
om man bor cka eller minska antalet 2-hjulingar.

Eftersom en rimlig startgissning &r "ungefar lika manga av varje” ar det inte helt osanno-
likt att den som gissar hamnar ritt i forsta forséket. Da blir det dock svarare att argu-
mentera for att det faktiskt bara finns ett svar, vilket krdver att man analyserat proble-
met lite djupare. Det kan ocksé vara bra att be gruppen ga vidare med Det stora forrd-
det.

Systematiskt testande Stalla upp tabell med olika antal, och se vad som fungerar. Kan
se ut som

cyklar |11 +0 104+1 942 843 744 645 54+6 447 34+8 24+9 1+10 0+ 11
hjul 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33

Det hela kan brytas d& man kommit fram till l6sningen som ger 27 hjul. Alternativt kan
man se monstret, och utgaende fran det hoppa 6ver ett antal icke-fungerande mdjlighe-
ter.

Nagra kommer antagligen i forsta vindan inte pa att det récker att titta pa antal som
summerar till 11, utan goér upp en stor tabell med ena antalet som kolumner och andra
antalet som rader. Denna tabell kan vara bra for att besvara delfrigan som inte specifice-
rade antal cyklar.

Test med felanalys Om alla 11 cyklarna vore 2-hjulingar skulle vi ha 22 hjul, vilket ar
5 farre &n vad vi vill ha. Byter man en 2-hjuling mot en 3-hjuling sa 6kar antalet hjul
med 1. Byt 5 av de 11 2-hjulingarna mot 3-hjulingar, sa blir antalet hjul ritt.

Statistiskt tankande 27 hjul pa 11 cyklar ger i medeltal 27/11 ~ 2,4545 ... hjul per
cykel. Bor innebéra att lite mindre &n hélften av dem har 3 hjul. Testa med 6 2-hjulingar
och 5 3-hjulingar, vilket funkar.

Algebraisk teknik Satt antal 2-hjulingar som x och antal 3-hjulingar som y. Vi har da
de tva ekvationerna xz +y = 11, 22 4 3y = 27.
Man kan 16sa ut y = 11 — x och sétta in i andra ekvationen, vilket ger:
2 4+ 3(11 —xz) =27
20 —3x+33 =27

—x+33=27
33—-2T==x
=26

vilket ger y = 11 — 6 = 5. (Gar lika bra att 16sa ut x, och man kan lika girna anvinda
den andra ekvationen, vilket dock ger brakrikning.)
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Man kan ocksa tolka ekvationerna som uttryck for réta linjer, och skriva om dem som
y=—x+11,y = fésc + 9. Losningen motsvaras av skiirningen mellan dessa linjer:

Y
11

=
(=)

N W AR Ol N 0 ©

7 8 9 10 11 12 13 14 7

|
|
|
|
|
|
|
[
t
6

Losningarna pa fragan som inte angav totalantalet motsvarar heltalspunkterna pa den
mindre branta linjen.

8.6 Ldsningsstrategier till utvidgningarna

Det stora forrddet

Podngen med denna &r att “osystematiskt testande” har mycket liten chans att fungera
da talen &r sa har pass stora, sd man dr tvungen att hitta nagon mer systematiskt me-
tod. De andra metoderna (utom mojligen “statistiskt ténkande”) fungerar bra dven pé

det hér problemet.

Det ol6sbara problemet

Hur man motiverar hér beror helt pa vilken 16sningsmetod man valde f6r det ursprungli-
ga problemet. Alla metoderna utom “osystematiskt testande” kan anvindas som utgangs-
punkt. Grundresonemanget dr att antalet hjul inte kan vara mindre &n 2 ganger antalet
cyklar, och inte heller mer &n 3 ganger storre. Ger nagon ett problem som bryter mot
detta s& ar problemet olosligt. (Forsoker man 16sa det algebraiskt s& far man dnda en
16sning — men det ena antalet blir negativt, vilket ett antal cyklar i ett forrad inte kan
vara. Kan bli intressant diskussionsfraga, som dock férutsitter att eleverna behérskar
rikning med negativa tal.)

Man kan fraga sig om det alltid finns en 16sning om antalet hjul dr minst dubbla antalet
cyklar och hogst tre ganger antalet cyklar. Det gor det, ty

r+y=a r=3a—-1b
=
2¢4+3y=1» y=>b—2a
vilket ger att = och y blir heltal om a och b ar det. (Dock blir ndgot av dem negativt om
man gar utanfor det tillaitna intervallet.) Detta kan visas vara en konsekvens av att 2
och 3 &r relativt prima tal, utan gemensamma, faktorer. I klassikerexemplet Bondgdrd pa

sidan 79, dir man arbetar med talen 2 och 4 som har faktorn 2 gemensam, blir alla pro-
blem dér totalsumman av benen dr udda olosliga (om man inte tillater halva hoénor. .. ).
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Algebra

Det ar fullt mojligt att eleverna spontant viljer ett algebraiskt arbetssétt — det beror pa
vad man senast jobbat med i den ordinarie undervisningen.

Har man arbetat med ekvationssystem och/eller linjer s& &r den hir l6sningen i kombi-
nation med de andra en mycket bra illustration av att dessa lite abstrakta matematiska
tekniker mycket vil kan representera nagot ytterst konkret. Att samma svar gick att fa
med andra metoder gor ocksa resultatet av denna berékning mer trovirdigt.

Enhjulingar

Ostrukturerat testande kan fortfarande fungera. Systematiskt testande blir mer kompli-
cerat; for att fa med alla tdnkbara kombinationer av antal maste man ha 2-dimensionell
tabell. Felanalysens idé; att byta ut en sort mot en annan, gar bra. Statistiskt tdnkande
ar inte till sa stor hjalp.

Det hér problemet innehaller en mycket viktig sak: flera olika korrekta svar. Att det ofta
finns flera olika korrekta 16sningsmetoder har eleverna férhoppningsvis hunnit ta till sig,
men det hir att det kan finnas flera svar kan vara 6verraskande.

Mer algebra

Den har uppgiften bér man nog bara ga in pa om eleverna sjdlvmant gar i den riktning-
en. (Om de 16st tva-variabelsproblemet algebraiskt ér det rimligt att de ocksé forsoker
sig pa tre-variablersvarianten med samma metod.)

Man far ekvationerna x +y + z = 11, = + 2y + 3z = 27, dir = &r antal 1-hjulingar, y antal
2-hjulingar och z antal 3-hjulingar. Man kan 16sa ut x = 11 — y — z, vilket insatt i den
andra ekvationen ger

(11 —y—2)+2y+32=27 = y=16—2z
Detta insatt i forsta uttrycket ger
x=11-(16—-2z)—2z2=2-5

Genom att prova sig igenom z-virden fran 0 och uppat far man fram mdgjliga virden pa
y och x. Det hir kan leda till diskussion om nér ekvationssystem egentligen har entydig
16sning och néir de har alternativa losningar. (For linjara ekvationer, som vi har hir, gil-
ler ju att man maste ha minst lika manga ekvationer som obekanta for att det ska kunna
finnas en entydig 16sning.)

En del elever kan bli nyfikna pa geometrisk tolkning av dessa ekvationer, i analogi med
linjetolkningen av det forsta problemet. Hir kommer man in pa 3D-geometri, eftersom

en ekvation typ ax + b + ¢z = d motsvarar ett plan i rummet (precis som en ekvation

ax + by = ¢ motsvarar en linje i planet). Skiirningen mellan tva plan r en linje; alla ic-
kenegativa heltalspunkter pa denna linje motsvarar mdojliga cykelkombinationer. Har &r
man plotsligt inne pad matematik pa hogskolenivé (vilket man ju kan tala om for elever-
na).

Ett realistiskt problem

Ett exempel:

Vi har 11 personer pa arbetsplatsen, och 27 arbetsuppgifter som ska utféras. Om vi for-
s6ker dela ut dem sa réttvist som mojligt sd kommer &nda en del personer fa tva uppgif-
ter att utfora och andra tre. Hur manga blir det av varje?
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Kommentar: Ett stort problem med tillimpade matematikuppgifter dr att de ofta(st)
ar fullstindigt orealistiska, och det kan ge intrycket att matematiken egentligen inte har
nagra tillimpningar. Att leta efter riktiga tillimpningar kan vara nyttigt!

(Och inte sa ldtt — jag fick tédnka ldnge for att komma pa den hér. Hillevi Gavel)
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9 Staketet

Det hér ar tva grundliggande optimeringsproblem som aterfinns i stort sett alla laroboc-
ker i differential- o h integralkalkyl. De metoder som anviinds dér dr ju inte tillgingliga
pa den hir nivan, men fragorna ar &nda mdojliga att titta pa.

9.1 Anvindbart material

e Rutat papper (giarna A3 eller stérre), pennor, linjal.

e Snire, nagot underlag dir man kan sétta i nalar f6r att spidnna upp sndret alternativt
tyngder med “hoérnstolpar” i.

e Passare.

e Minirdknare.

Man kan minska staketlingden om man tycker att 90 centimeter (som vél &r den enklas-
te nedskalningen av storleken) ar fér mycket att jobba med. Men man bor ta ett virde
som inte ar delbart med fyra — det &r en podng i att det optimala svaret inte dr ett hel-
tal.

9.2 Svar till grundproblemet
Del 1

a) Hagar som &r ungefir lika breda som de ar langa har storre area én langsmala.
b) L =45—B
c) Kvadratisk, med 22,5 meters sida.

Del 2

a) En halv kvadrat, med tva sidor 22,5 meter och en sida (parallell med vattnet) pa
45 meter.
b) Dubbelt sé stor.

9.3 Svar till utvidgningarna

a) Samre med icke-rdta vinklar.
b) Bittre med ménga kanter.
c) Cirkeln.

9.4 Matematiskt inneh3ll

Forkunskaper
Till grundproblemet:

Léngd, area
Variabelbegreppet
Algebraiska omskrivningar
Formelsamband
Geometriska definitioner

Till utvidgningarna:

e Vinkelbegreppet
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Utbyte

e Formulering av verklighetsproblem i matematiska termer (modellering)
e Tolkning av grafer
e Begrepp:
area,
icke-linjara samband,
optimering,
kvadratkomplettering,
algebraisk formel,
maximum /minimum,
cirkel,
polygon,
extrempunkt

9.5 Lésningsstrategier till grundproblemet
Del 1

Rita och mat Sitter ju som forsta deluppgift, men en del tar antagligen och fortsétter
pa det sparet.

Tabellera G4 igenom mojliga lingd-bredd-kombinationer. Eftersom lingden kan vara
allt mellan 0 och 45 meter kan det bli en ganska stor tabell, om man inte inser att man
kan ta storre hopp mellan viardena &n 1 meter.

Bredd (m) | 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Lingd (m) [45 40 35 30 25 20 15 10 5 0
Area (m?) 0 200 350 450 500 500 450 350 200 O

Det ser ut som att maximum ligger mitt emellan bredd 20 och 25. (Hér géller det att
inse att langder inte behdver vara heltal.) Den som hoppar med 10 meter kan hir dra
den felaktiga slutsatsen att 20 meters bredd ger maximum.

Formel Arean dr bredd ganger lingd, och l&ngden halva staketet minus bredden. Ger
formeln A = B - (45 — B) = 45B — B?. Denna formel kan vara bas for tabellen.

Graf Baserat pa tabellen kan man rita en graf (se nésta sida) 6ver forhallandet mellan
bredd och area. Man far tinka igenom skalan, sa att man far en bra bild. Ocksa bilden

pekar pa att maximum ligger vid B = 22,5 meter. Om man inte ritat grafer innan kan

det bli diskussion om ifall punkterna ska bindas ihop med raka streck eller om man bor
rita nagot bojt. Dir kan man ju prova med bada och sa berdkna det exakta virdet mel-
lan tva punkter och se om den rita linjen eller bagen passar in bést.

Man kan tala om att den hir kurvan kallas parabel.
Aritmetisk serie — bakvidnt Det gér att fa syn pa en aritmetisk serie i tabellen om man
tittar pa skillnaden mellan virdena: den minskar med 50 i varje steg.

(Det géller for alla parablar att skillnaden mellan virdena &ndras med en konstant i var-
je steg. Vet man om detta kan man rita upp hela kurvan baserad pa tre punkter, vilket
ar vad som behdvs for att man ska kunna bestdmma konstanten. Det kan spara tid.)

Kvadratkomplettering (Det &r inte sarskilt troligt att ndgon hittar denna vidareutveck-
ling av formeln, men om nagon vill ha vattentétt bevis fér att det hittade svaret verkli-
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0 T T T T T T T ¢
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 B (Hl)

gen ar maximum kan den vara bra att visa.)

Formeln for arean kan skrivas om enligt

A=45B - B*=2.225B - B?> =225 -225%4+2.225B — B>
= 506,25 — (B? —2-22,5B + 22,5%) = 506,25 — (B — 22,5)*

En kvadrat kan aldrig bli negativ; det minsta virde den kan fa ar noll. Det hir uttrycket
ar som storst, 506,25, d4 B — 22,5 =0, dvs. da B = 22,5.

Aven om man inte riktigt hinger med i omskrivningen som leder till det kvadratkom-
pletterade uttrycket kan man bekréfta att det stdmmer att det uttrycket kan forenklas
tillbaka till areaformeln.

Férdndringshastighet Vad hinder med arean A = 45B — B? om vi dkar B lite grand,
sdg med h? Den nya arean blir

Any =45(B + h) — (B + h)?
= 45B + 45h — B? — 2Bh — h?
=45B — B* + h(45 — 2B) — h?
~ 458 — B? +h(45 — 2B)

gamla arean

for om h #r ett mycket litet tal sa Ar h2 &nnu mycket mindre och kan férsummas. Sa are-
an Okar sa linge 45 — 2B > 0, dvs. sa linge B < 22,5 m, och minskar da B > 22,5 m.
Stammer bra med grafen.

(Detta &r i princip ett derivataresonemang.)

Giltig losning? En del elever kommer antagligen att protestera mot svaret, eftersom
“det ar en kvadrat och inte en rektangel”. Det kan leda till diskussion om definitioner i
storsta allménhet och fyrhorningar i synnerhet. Kvadrater ar ju ett specialfall av rek-
tangel, inte en annan kategori. Ménniskan verkar spontant foredra att dela upp begrepp i
disjunkta kategorier, och diskussion om hur detta inte alltid ger en korrekt bild kan vara
bra.
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Del 2

Samma metoder som i del 1 kan utnyttjas; formeln blir A = B(90 — 2B). Men det finns
ocksa mojligheter att resonera utgaende fran foregaende 16sning;:

Utnyttjande av féregdende losning — felaktig Eftersom det var en kvadrat som var
bést i det forra problemet sa bor det vara sa nu ocksa. Sa en kvadrat med sida 30 meter
ska det vara.

Detta stimmer inte, kan man kontrollera bara genom att jamféra mot en hage med and-
ra méatt.

Utnyttjande av foregdende Isning — korrekt Om en kvadrat bast utnyttjar ett staket
med viss 1ldngd borde en halv kvadrat bést utnyttja ett hilften si langt staket, om man
inte ska ha nagot staket pa den “kapade” sidan.

9.6 Ldsningsstrategier till utvidgningarna

Vinklar

Man kan halla snéret som en rektangel, uppspint mellan deltagarnas hénder och sa ex-
perimentera med att “av-rektangularisera” den. Arean minskar, och man far samtidigt
anledning att fundera pa hur arean hos en parallellogram berdknas.

Dessutom far man anledning att fundera pa att allting inte nédvindigtvis ar ratvinkligt!
(Arbete med rutat papper, legobitar och liknande kan litt leda till den uppfattningen®.)

Sidor

Bade en liksidig triangel och en regelbunden sexhorning med givna sidor &r litta att kon-
struera med passare och linjal; triangeln &r ocksa mycket 1att att konstruera med snorets
hjélp. Sedan kan man kontrollera arean antingen genom berdkningar eller genom att rik-
na rutor (eller bara anvinda 6gonmaétt).

Ocksa den hiir uppgiften betonar att rata vinklar inte dr det enda som finns.

Form

Om det ar bra med méanga sidor s& ska man val ta s& manga som mdjligt! Regelbundna
polygoner blir allt mer lika cirkeln ju fler sidor man tar. (Detta &r en form av gransvér-
desresonemang.)

Man kan ocksa fundera pa hur verkligheten ser ut. Om man tog ett tétt staket och stall-
de pa ett halt underlag och sa fyllde hagen med vatten s& skulle vattnet forstka breda ut
sig Over sa stor area som mojligt. Vilken form kommer det hela att anta? (Gar att gora
med ett staket i form av ett pappersband och "vatten” i forma av artor eller nagot lik-
nande.)

9.7 Kommentarer

e Areabegreppet dr betydligt svarare att fa en kéinsla for &n lingd och volym, som &r
ldtta att manipulera. For manga blir begreppet bara "nagot som man beriknar med
en formel”. Det dr darfor det star att man bade ska rdkna rutor och ridkna teoretiskt i

5 Arbete med renovering av gamla hus med s#ttningsskador lir en att rita vinklar inte existerar i
verkligheten. Hillevi Gavel, byggnadsingenjor
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forsta uppgiften; det berdknade svaret motsvarar antalet rutor.

e Optimering ar en viktig problemtyp, inte bara for matematiken. Det &r bra med stor
lingd, det &r bra med stor bredd, men det gar inte att fa bada utan man far gbéra en
kompromiss.

De flesta samband ar inte linjdra, utan en kurva som forst gar upp och sedan ner ar
mycket vanligt. Det kan vara bra att dta kosttillskott om man lider av néringsbrist,
men om en tablett om dagen &r bra sa dr det inte tio ganger sa bra att &ta tio tablet-
ter — snarare riskerar man forgiftning! Detta kan vara bra att diskutera, for det hér
felresonemanget ar vanligt och kan fa allvarliga foljder.

e I mer avancerade kurser 16ser man sadana hér problem med hjélp av derivering, dar
man tar fram uttryck for kurvans lutning och letar ritt pa de punkter dar lutningen &r
noll (dvs. dir kurvan ar horisontell). I sidana punkter har kurvan oftast ett maximalt
eller minimalt vérde, och de kallas d& eztrempunkter. Man kan diskutera hur lutning
och extremvirden hdnger samman — toppen pa kurvan dr den punkt dir man byter
mellan att ga uppat och att ga nerat.

e Parablar dr kurvor med manga intressanta egenskaper och tillimpningar. Om nagon
blir intresserad kan den fa i uppdrag att ta reda pa mer om parablar — det finns myc-
ket att hitta.
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10 Vinkelsumma

Ett i sanning klassiskt problem! Grundproblement ar hér formulerat av Cecilia Christian-
sen. Tanken dr att man gor del 1 vid ett tillfille och del 2 vid ett annat. Darfor upprepar

del 2 lite av innehallet i del 1.

10.1 Anvindbart material

Papper, girna fiargat.

Linjaler; saxar; pennor (gérna i flera farger).
Gradskivor.

Tejp.

Minirdknare.

10.2 Svar till grundproblemet
Del 1

(n —2) - 180°

) 1440°
) 25-180° = 4500°
c) @+2:19h6rn
180° + 720°
) 180° 4+ 360° 4 - -+ + 720° = + -4 = 1800°.
)

180° + 4500°
180°+360°+---+4500":M-25:58500O

180° + (n — 2) - 180°

f) 180° +360°+---+ (n—2)-180° = 5

_ (n71)2(n72) . 180°

10.3 Svar till utvidgningarna

Icke-platt geometri

e Se ldsningar.

Icke-konvexa polygoner

a) —

Nagot man enkelt kan omforma till olika polygoner, t.ex. en tumstock.

(n—2)

b) 4 horn. Det dr omojligt att gora en triangel med ett horn med mer &n 180°, eftersom

man bara har 180° att fordela pa de tre hérnen.

c) Den kommer d4 att ”ga ihop” med det som vi sagt var insida som utsida, med alla

faktiska innervinklar mindre &n 180°.
d) Se ldsningar.
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10.4 Matematiskt innehdll

Forkunskaper

e Vinkelbegreppet
e Variabelbegreppet

Till del 2:

e Aritmetisk summa.

Utbyte

Exakt vad av detta man far beror pa vilka 16sningsmetoder man kommer pa och vilka av
utvidgningarna man gar in pa.

e Begrepp:
vinkel,
vinkelsumma,
polygon,
konvex /icke-konvex,
regelbunden polygon,
rekursion,
linjara samband,
algebraisk formel,
diagonal,
icke-euklidisk geometri

10.5 Ldsningsstrategier till grundproblemet

Triangeln — médt Genom att méta i ett antal olika trianglar kan man komma fram till
att vinkelsumman &r ungefir 180°. (Det kan vara intressant att se om négon kommer att
tanka pa att gora en trubbvinklig triangel.)

Triangeln — klipp och riv Genom att klippa ut ett antal trianglar, riva av hornen och
ldgga ihop dem kan man se att det blir ungefir 180°.

Triangeln — varfor? En del elever vill formodligen (eller snarare: forhoppningsvis) in-
te ga vidare om de inte far ett vattentétt bevis for att vinkelsumman verkligen ar ez-
akt 180°. Man kan da tala om att det verkligen gar att visa, atminstone om man accep-
terar ett kanske mer sjalvklart pastiende som kallas alternatvinkelsatsen. (Det formella
beviset star sidan 94.)

Storre figurer Hiar kan man antingen méta eller utgé fran att triangeln redan ar fixad
och att man kan angripa de storre figurerna genom att dela dem i trianglar. (Det kan
vara intressant att se om nagon kommer att tinka pa att rita en icke-konvex figur.)

Det finns tva grundsétt att ga till viga da man delar upp konvexa polygoner i trianglar:
Tarta och Diagonaler:

Tarta Sitt en punkt ungefir mitt i polygonen, och dela upp den i n tartbitar:
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Summan av trianglarnas vinklar &r n - 180°. 360° av dessa sitter runt mittpunkten, resten
utgdr vinkelsumman i polygonen.

(I en konvex polygon kan man gora s& hér fran vilken punkt som helst inne i polygonen.
I en icke-konvex polygon &r det inte sdkert att man kan hitta nagon punkt fran vilken
man nar alla hérnen.)

Diagonaler Dra ett antal diagonaler i polygonen, tills den ar uppdelad i trianglar:

I konvexa polygoner kan man alltid stélla sig i vilket horn som helst, och sa dra diagona-
ler till alla de hérn som hoérnet inte redan &dr férbundet med. Det ger n — 3 diagonaler,
som delar n-horningen i n — 2 trianglar. Summan av deras vinkelsummor &r vinkelsum-
man i polygonen.

(T en konvex polygon kan garanterat gora s& hér. I en icke-konvex polygon dr det inte
sakert.)

10.6 Ldsningsstrategier till utvidgningarna

Icke-platt geometri

(Matematikern séger vl "icke-plan geometri”, men platt ir nog begripligare for den hér
gruppen elever. Man kan passa pa att ldra ut ordet plan nir man énd4 haller pa.)

Detta dr kanske mer exempel dn strategier. ..

Det mest uppenbara exemplet dr vil geometri i ordets sanna bemérkelse: métningar pa
jordytan! Dér kan det faktum att jorden inte &r platt paverka. Om man startar pa nord-
polen, gar rakt séderut ner till ekvatorn, féljer den ca 1000 mil och atervénder till nord-
polen sa har man gatt i en triangel med tre rita vinklar. Kan illustreras med hjilp av
jordglob.

Sedan kan man fa andra effekter vid rdkning tredimensionellt: Om man tar 8 av de
12 kanterna pa en kub sa kan man siga att dessa 8 rita linjer bildar en sorts 8-horning.
Alla vinklarna ar 90°, sa vinkelsumman blir 8 - 90° = 720°, inte 6 - 180° = 1080°.
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Finns sidkert manga andra intressanta exempel!

Icke-konvexa polygoner

Den har fragan bér man helst inte visa férrdn eleverna haft mojlighet att férutsidttnings-
16st titta pa grundproblemet, for den berévar dem mojligheten att sjélva inse att proble-
matiken finns. Har visas tre sitt att angripa problemet; det finns med all sdkerhet fler!

"Tarta-pa-térta” Aven om det inte finns nagon punkt som man kan na alla hornen ifran
sd kan man alltid na ett antal av dem. Om man tar flera stycken centralpunkter och for-
binder dem med raka linjer s kan man dela upp polygonen i trianglar:

Har fick vi 14 trianglar; 10 som ansluter till de ursprungliga sidorna och 4 mot férbindel-
selinjerna mellan punkterna. Summerar vi trianglarnas vinklar far vi polygonens vinkel-
summa plus 3 hela varv (runt punkterna). S vinkelsumman &r 14-180° —3-360° = 1440°.

Rekursion Aven om man inte kan né alla horn fran nagot horn s finns det atminstone
nagot hornpar som man kan forbinda. (Detta dr forvanansvért svart att bevisa!) Genom
att dra det strecket har man delat upp n-hoérningen i tva mindre hérningar. Upprepa re-
sonemanget pa dem, tills allt &r uppdelat i trianglar. Det kan ge en uppdelning enligt
nedanstaende; dar man forst delat 10-hérningen i 2 6-hérningar; sedan 6-hérningarna i
2 4-hérningar vardera; slutligen 4 hérningarna i trianglar.
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Detta gav 8 trianglar; vinkelsumman &r 8 - 180° = 1440°.

Slut figuren Vi vet hur man riknar pa konvexa figurer. Lagg till lite streck:

Hér har vi en yttre 5-horning, en inre 5-horning och en 4-horning. 5-hérningarnas vinkel-
summor dr 3 - 180° = 540°. 4-horningens dr 360°. Summan av vinklarna pa utsidan av
den inre 5-hérningen maste bli 5 - 360° — 540° = 1260°. (I varje horn bildar vinkeln pa
insidan ihop med vinkeln pa utsidan ett helt varv.) Om vi lagger ihop innervinklarna pa
yttre 5-horningen med yttervinklarna pa den inre, och tar bort vinklarna i 4-hérningen
borde vi fa den ursprungliga figurens vinkelsumma: 540° 4+ 1260° — 360° = 1440°.

10.7 Kommentarer

Matning och rdkning

Man boér uppmuntra till att bade mata, pussla och rikna. Vinkelbegreppet dr det manga
som inte riktigt uppfattat vad det egentligen &r. Konkret hantering av det kan bidra till
kénslan for vad det faktiskt &r som man méter.

Det formella beviset for vinkelsumman i en triangel

Om nagra av ens elever vill fa en ordentlig forklaring av varfor vinkelsumman blir exakt
180°:

Beviset baseras pa foljande: om en linje skir tva parallella linjer sa blir skdrningsvinklar-

na lika i bada skirningarna. (Alternatvinkelsatsen.)

Vi kan borja med en triangel:

/N

Om vi forlédnger sidorna och dessutom ritar in en linje som &r parallell med triangelns
bas sa ser vi att de tva vinklarna markerade med ett streck ir lika och att de tva vinklar-
na markerade med tva streck ar lika.
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De tre vinklarna tillsammans ger de oss en rit linje, det vill siga: summan av dem &r ett
halvt varv; 180°. Och de motsvarar vinklarna i triangeln.

Plan geometri

"Normal” geometri i planet kallas ocksa Euklidisk geometri, eftersom det var den sortens
geometri som Euklides Elementa behandlade. (Begreppet Euklidisk geometri har dock
utvidgats, och det finns ocksa t.ex. Euklidisk rymdgeometri. S& man bor vara lite f6r-
siktig med termen, och kanske hellre siga Euklidisk plan geometri.) Det hér kan vara ett
bra tillfdlle att ta upp lite om matematikens historia, och hur den klassiska geometrin
med sin bevisforing ar upplagd.
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11 Kulpéasen

Problemet &r inspirerat av en uppgift som beskrivs i en artikel av Smith, Hughes, Engle
och Stein (2009).

Problemet passar att anvinda i en klass som just ska borja med sannolikhetslira. Det
kan d& ocksa hjélpa liraren att fa en klar bild av var eleverna star. (Om man redan har
hallit pa med det senaste tiden sa dr detta en “rutinuppgift” och inte ett “problem”, ef-
tersom det ldtt kan angripas med standardmetoder.)

11.1 Anvindbart material

e En storre méngd av nigot som kan representera kulor. (Nagot som inte rullar &r att
foredra, s blir det inte alltfor stor oreda om nigon sveper ner det pa golvet.)

e Ogenomskinliga pasar.

e Minirdknare (om man ar radd att resonemangen kan drunkna i sifferhanteringen).

11.2 Svar till grundproblemet

a) Pase B.
b) Dér &r 1/4 = 25 % av kulorna ar bla. (De andra pasarna har ldgre andel.)

c) —
11.3 Svar till utvidgningarna
Konkret test

e Det beror ju pa slumpen. .. Forhoppningsvis far man ungefar 25 % blaa.

Fler farger

e Det blir ingen skillnad! (Man kan fortfarande se det som tva firger: bla och o-bla.)

Fler dragningar

a) Med aterlaggmng (Annars dr chansen mindre i andra dragningen.)
) (3 ) =55 =4%
) % 2= 1—55 ~ 3,87 %
d) 4 stycken (s& att man har 16 blaa och 64 réda).
e) Inte samma. Den &r storst i pase A (diar man bara tagit bort 1/25 av de bla kulorna i
forsta dragningen jimfort med B dir man tagit bort 1/16).

b

o

11.4 Matematiskt innehéll

Forkunskaper
Nodvindigt:

e Brakrikning
e Sannolikhetsbegreppet

Bra att ha:

e Decimaluttryck
e Procentrikning
e Multiplikationsprincipen
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Utbyte

e Forstiarkning och sammanhang for allt som rdknas upp under forkunskaper.
e Begrepp:

sannolikhet,,

dragning med/utan aterliggning,

brak,

olikheter,

proportioner.

11.5 Ldsningsstrategier till grundproblemet

Pa de metoder som innehaller brakresonemang kan det vara intressant att se om eleverna
viljer att starta med t.ex. braket 20/go och sedan forenklar eller om de tar 1/4 direkt.

Det ar fullt mojligt att elever gor en berdkning enligt nagon av de fungerande model-
lerna men sedan inte kan tolka resultaten utan 6vergar till nagot av de icke fungerande
resonemangen.

Gallande felaktiga resonemang kan man fa en intressant diskussion dar man férscker hit-
ta ett bra exempel som visar att resonemanget inte fungerar. (Detta fordrar dock att
man beddmer att de som resonerat felaktigt inte kommer att bli sirade av det hela.)

Antalsresonemang 1 (felaktigt) Det maste vara pase A, for den har flest bla kulor.
Motexempel: Jamfor en pase med en rod och 9 bla med en med 90 réda och 10 bla.
Antalsresonemang 2 (felaktigt) Det ir flest kulor i pase C, da det maste vara storst
chans dér.

Hér finns det anledning att misstdnka att vederborande inte férstatt vad sannolikhet ar
for nagot. Motexempel kan vara att bedoma sannolikheten for tva pasar med samma ku-
lantal men olika proportioner mellan sorterna. (Risken &r dock att man da vergar till
antalsresonemang 1 istallet.)

Overskottsresonemang (felaktigt)

e I pase A finns 75 fler réda &n bla.
e I pase B finns 40 fler roda &n bla.
e I pase C finns 80 fler roda dn bla.

D& maéste pase B vara bést!

Hér har man ju komplikationen “felaktigt resonemang som ledde till korrekt svar”. En
bra fraga kan vara hur forslagsstéllarna stéller sig till en pase D, som innehaller 1 bla
kula och 11 réda.

Andelsuppskattning (delvis fel)

e Pase A ar 1/4 bla.
e Pase B &r 1/3 bla.
e Pase C &r 1/5 bla.

1/3 &r mest s& pase B &r bést.

Detta kan antingen ses som en felformulerad variant av nista 16sning, eller en fel utférd
variant av 16sningen déirefter.
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Proportionsuppskattning Forhéallandet mellan kulsorterna ar

e Pise A:1:4.
e Pase B:1:3.
e Pase C:1:5.

1 : 3 ger storst sannolikhet for att fa réatt sorts kula. Kan ockséa formuleras enligt 74 gang-
er sd manga roda i pase A”. Proportionen n : m ger sannolikheten n/(n + m).
Andelsuppskattning (korrekt)

e Pase A dr 1/5 bla.
e Pise B ér 1/4 bla.
e Pase C &r /6 bla.

1/4 &r bést.

Procentsatser Procent blaa i de olika pasarna:

e Pase A: 25/125 = 20 %
e Pase B: 20/30 = 25%
e Pése C: 20/120 ~ 16,7 %

25 % &r bast.

11.6 Ldsningsstrategier till utvidgningarna

Konkret test

Testet finns det vil inga alternativa 16sningsstrategier for.

Fler farger

Finns inte sa manga olika metoder hir heller — det som géller dr att inse att det fortfa-
rande bara finns 2 kategorier.

Fler dragningar

Aven de som inte klarar beriikningarna av sannolikheterna hér bor kunna uttala sig om
vilken av dem som blir stérst. Om man inte bedémer att majoriteten av elevgruppen kla-
rar rakningarna kan man stryka berikningsfragorna.

Av de som raknar kommer antagligen ett antal korrekt berikna sannolikheterna i de tva
dragningarna men addera dem istéllet {6r att multiplicera. Fungerande motexempel dér
ar ett par pasar dir den adderade sannolikheten blir mer dn 100 %.

Pa utbytet finns plats for ett antal felresonemang, dir man forséker fa antalet av anting-
en bla eller roda lika. Har man forstatt att det relevanta dr andelen och ser att 20 % av
80 dr 16 dr det ganska l&tt.

Sista fragan &r ocksa en sddan som kan 16sas av en del personer som inte klarar av rik-
ningarna.
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12 Prissattning

Problemet ges i tre varianter. Det &r samma resonemang i allihop, men sifferhantering-
en ir olika svar. Tidigare har en utmérkt kontext for denna typ av problem varit mobil-
telefonabonnemang, men numera finns det i princip inga sddana som passar in i den hér
enkla modellen.

12.1 Anvindbart material

Vanligt rutat papper

Millimeterrutat papper (girna A3)

Linjal

Minirdknare

Eventuellt: Grafritande minirdknare, om man har tillgdng till dem och eleverna har
erfarenhet av att anviinda dem.

o Eventuellt: GeoGebra, eller liknande datorprogram for att visualisera matematik. (De
hér tva sista hjdlpmedlen leder samtidigt eleverna mot en av l6sningsmetoderna. Man
far avgora om detta &r 6nskvért eller inte.)

12.2 Svar

Datorspelet

a) Abonnemang 1 (som kostar 0,25-60 = 15 kronor, medan det andra kostar 50-+0,1-60 =
56 kronor).

b) Abonnemang 2 (som kostar 50 + 0,1 - 600 = 110 kronor, medan det forsta kostar
0,25 - 600 = 150 kronor).

¢) Abonnemang 1 &r bést om man spelar upp till och med 333 minuter i veckan (5 tim-
mar och 33 minuter), abonnemang 2 ar béttre fran och med 334 minuter (vilket i
praktiken dr allt som &r mer &n 333 minuter, eftersom man betalar per paborjad mi-
nut).

d) Ja, lite grand. Man betalar ju per paborjad minut, och man avslutar troligen inte ex-
akt pa minutslaget. I medeltal blir det 30 sekunder per pass som man betalar for utan
att spela. Sa om de tio passen summerar till exakt 10 timmar far man antagligen be-
tala for 10 timmar och 5 minuter.

Telefontjdnsten

a) Utan manadsavgift (vilket kostar 15-4 = 60 kronor medan det andra kostar 100+15 =
115 kronor).

b) Med manadsavgift (vilket kostar 100 + 60 = 160 kronor medan det férsta kostar
60 - 4 = 240 kronor).

¢) Om man bortser fran minutavrundning ar det lika dyrt vid 33 minuter och 20 sekun-
der. Ska man prata upp till o h med exakt 33 minuter 16nar sig inte manadsavgift,
mer dn 33 minuter och det dr virt att betala.

d) Ja, lite grand. Man betalar ju per paborjad minut, och man avslutar troligen inte ex-
akt pa minutslaget. I medeltal blir det 30 sekunder per samtal som man betalar f6r
utan att anvinda. Sa om de tio samtalen summerar till exakt 30 minuter far man an-
tagligen betala fér 35 minuter .

Gymmet

a) Utan medlemsskap (vilket kostar 12 - 150 = 1800 kronor medan det andra kostar
1750 + 12 - 50 = 2350 kronor).
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b) Med medlemsskap (vilket kostar 1750 + 52 - 50 = 4350 kronor medan det forsta kostar
52 - 150 = 7800 kronor).

c) Vid 17 och ett halvt besok ar det hugget som stucket. Halva besok kan man ju inte
gora; upp till och med 17 besok pa ett ar (ungefir ett var tredje vecka) ar det bést
att inte betala medlemsavgift, fran och med 18 &r det béttre att betala.

12.3 Matematiskt innehll

Forkunskaper
Nodvéndigt:

e De fyra riknesitten
e Tidsenheter
e Variabelbegreppet

Bra att ha:

Linjara samband

Grafisk tolkning av linjira samband
Ekvationer

Ekvationssystem

Utbyte

e Formulering av verklighetsproblem i matematiska termer (modellering)
e Fordjupad forstaelse for de begrepp som riknas upp under Féorkunskaper.
e Begrepp:

linjara samband,

ekvationer,

ekvationssystem,

rita linjen,

olikheter,

kontinuerlig/diskret variabel

12.4 Lésningsstrategier

De tva forsta deluppgifterna finns det vil inga storre méjligheter att variera 16sningen
pa, men i de forsta varianterna kan man behéva tipsa om att allt ska rdknas om till sam-
ma tidsenhet. I den sista kan man behéva tala om hur manga veckor det ar pa ett ar.

Det finns en viss risk att priset for alternativ 2 ridknas ut som (a + b)z &ven om det &r
korrekt uppskrivet som a + bz. (Forhoppningsvis reagerar man da pa att svaret dr orim-
ligt stort.)

Enhetsbyte Oavsett vad man viljer for fortsatt strategi kan man i Datorspelet inleda
med att skriva om sambanden till pris per timme istéllet. Det ger mindre virden att ar-
beta med och béttre 6verblick.

Tabellera, fullstindigt Stéilla upp en tabell for priserna, fran 1 och uppat. Man trottnar
formodligen ratt fort! Om gruppen kor fast hér kan man tipsa om att det gar att ga i
storre steg.

Tabellera, éversiktligt Tabellera, men med storre steg. D4 man identifierat det delinter-
vall dar skiftet sker kan man gora en mer fingraderad tabell for det omradet.
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Intervallhalvering De forsta berdkningarna ger information att brytpunkten ligger na-
gonstans mellan de testrdknade virdena. Man kan da undersoka ett lattriknat virde un-
gefir mitt-emellan, och med ett par berdkningar sikta in sig pa ett 1ampligt delintervall.
Dér kan man sedan gora ett fingraderad tabell.

Algebraisk losning Kalla tiden/antalet besok x och priset y. Identifiera den (tid)punkt
da betalningsalternativen ar jdmnbra, dvs. 16s ekvationssystemet

y = 0,25z alt y =4z alt y = 150z
y = 0,1z + 50 Ny =100+2x "y = 1750 + 50z

Bade i den hir 16sningen och nésta har man anledning att diskutera att problemet egent-
ligen arbetar med en diskret variabel — den gar fran 1 till 2 utan att passera nagra var-
den pé vigen. Ekvationssystemet och grafen utgar fran kontinuitet. (Det gar ju att juste-
ra svaret med hinsyn till detta, men man méste vara medveten om komplikationen.)

Grafisk losning Rita linjerna som ges i foregdende uppgift och se var de skiir varandra.
(Kan goras pa millimeterpapper eller grafritande riknare.)

Det kan bli problem beroende pa olamplig skala; da kan man tipsa om mdjligheten att ta
annan gradering pa axlarna.

Det kan ocksa finnas anledning att diskutera hur mycket virden man behdver for att rita
en linje; det rdcker ju med en start- och slutpunkt — det behovs inte en utforlig virde-
tabell for alla virden diremellan. (Detta fordrar ju att man vet om att ett sddant hér
uttryck alltid ger en linje — vet man det inte sd behdver man den utforliga tabellen, och
kan da uppticka det har med linje pa kipet.)
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13 Annas syskon

Problemet ar taget ur 32 rika problem i matematik av Maria Larsson, () Maria Larsson
och Liber 2007. Atergivet med tillstand.

13.1 Anvindbart material

e Pennor, papper, linjal.
e Nagot konkret i stort antal, som téndstickor.

13.2 Svar

a) 12 ar.
b) 13 och 20 ar eller 14 och 19 ar eller 15 och 18 ar.
c) —

13.3 Matematiskt inneh3ll

Detta avsnitt dr nyskrivet till problembanken.

Forkunskaper

o Medelvarde
e Median

Utbyte

e Forstiarkning och sammanhang fér det som riknas upp under forkunskaper.
e Insikt om att ett problem kan ha flera korrekta svar.
e Begrepp:

medelvirde,

median,

heltalslosning

13.4 Ldsningsstrategier

Detta avsnitt ar taget ur 32 rika problem i matematik.

Anvind konkret material Ta fyra tandsticksaskar som representerar Annas fyra syskon
och lagg 4 - 17 = 68 stickor i en hog framfor askarna. Annas ask star tom till vanster.
Medelvardet for alla fem ska vara 16 ar. Flytta dérfor 4 stickor fran hogen till Annas ask.
Nu dr medelvirdet for Annas fyra syskon 16 ar. For att medelviirdet ska bli 16 ar for al-
la fem syskonen maste man lagga i 12 stickor till i Annas ask. Ligg tillbaka de 4 lanade
stickorna. Nu &r det 12 stickor i Annas ask och alltsa &r Anna 12 ar. For att ta reda pa
hur gamla Annas bréder dr kan man ta 20 och 15 av de 68 stickorna i hogen och ligga

i Emmas ask som ligger langst till hoger samt i Cecilias ask som ligger i mitten (media-
nen). Nu aterstar 33 stickor som ska fordelas mellan Annas tva broder. Den yngre bro-
dern kan vara max 15 ar eftersom Cecilia &r 15 ar (medianen). Ligg 15 stickor i asken
nést langst till vinster och resten (33 — 15 = 18) i asken nést langst till hoger. Om den
yngre brodern &r 15 ar &r den &ldre brodern alltsa 18 ar. Om den yngre brodern istillet
ar 14 ar dr den aldre brodern (33 —14) ar = 19 ar. Om den yngre brodern &r 13 ar dr den
aldre brodern (33 — 13) a&r = 20 ar, vilket han kan vara om Emma bara &r lite dldre &n
honom. Diremot kan den yngre brodern inte vara yngre &n 13 ar, for da skulle den dldre
brodern vara minst 21 ar. Det gar inte eftersom Emma &r dldst.
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Stall upp en ekvation Anta att Anna ar x ar och stall upp en ekvation.

4-174+xz=5-16
68+ =80
r =12

Anna ar alltsa 12 ar. I foljande ekvation ar Annas broder y respektive z ar gamla.

124+y+15+24+20=5-16
y+2z+47 =280
y+2z=33 y<15, 2<20

y=13, 2 =20
y=14 =19
y=15 2=18

Summan av brédernas aldrar ska alltsa vara 33 ar. Den yngste brodern kan max vara

15 ar och den #ldste brodern max 20 ar. Annas bréder kan alltsa vara 13 ar och 20 ar,

14 ar och 19 ar eller 15 ar och 18 ar. (y = 16 och z = 17 &r ingen 16sning eftersom media-
nen ska vara 15 ar.)

Rita en bild

Medel3lder: 16 &r

Medelalder: 17 &r

Medelaldern f6r Annas fyra syskon &ar 17 ar. Eftersom medeladldern minskar med 1 ar nér
alla 5 syskonen riknas in méaste Anna vara (17 —5) ar = 12 ar.

12 ? 15 ? 20

I bilden ovan &r det man vet om syskonens aldrar och placering i syskonskaran inritat.
Broderna kan vara 13 ar och 20 ar, 14 ar och 19 ar eller 15 ar och 18 ar.

Gissa och prova Om man borjar med att gissa att Anna dr 10 ar si blir medelvérdet

for alla fem 7—58 ar = 15,6 ar vilket dr for lite. Om man sedan gissar att Anna &r 13 ar

blir medelaldern f6r alla fem % ar = 16,2 ar vilket &r for mycket. Om Anna &r 12 ar blir
80

medelaldern for alla fem = = 16 ar vilket stimmer. Om man vet att Anna ar 12 ar kan

man sitta upp en tabell for att ta reda pa hur gamla Annas bréder kan vara (se nedan).

Sétt upp en tabell Om man har tagit reda pa att Anna dr 12 4r med nagon annan 16s-
ningsstrategi kan man sedan sétta upp en tabell f6r att ta reda pa hur gamla Annas bro-
der kan vara:
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Anna | Bror 1 | Cecilia | Bror 2 | Emma | Losning?
12 12 15 21 20 Nej
12 13 15 20 20 Ja
12 14 15 19 20 Ja
12 15 15 18 20 Ja
12 16 15 17 20 Nej
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14 Felblandad saft

Problemet ar taget ur 32 rika problem i matematik av Maria Larsson, () Maria Larsson
och Liber 2007. Atergivet med tillstand.

Ytterst realistiskt, med manga l6sningsvarianter. Man kan tidnka sig andra kontexter for
problemet, men den hir — med saft — &r nog en som alla i den hér aldern kan relatera
till!

14.1 Anvindbart material

e Rutat papper och pennor.

e Eventuellt: minirdknare.

e Om man vill: Saft som ska spis 1 till 3, sa att man kan provsmaka resultatet och jim-
fora med den korrekt blandade versionen.

14.2 Svar

a) 1/10 koncentrerad saft.
) /4 koncentrerad saft.
2 delar.
)

b
c)
d
) —

@

14.3 Matematiskt inneh3ll

Forkunskaper
For att 6ver huvud taget kunna gora nagot med uppgiften:

e Brakrékning.
e Volymsbereppet.

Bra att ha:

e Procent

e Proportionalitet
e Volymsmatt

e Ekvationslosning

Utbyte

Formulering av verklighetsproblem i matematiska termer (modellering)
Tillampad brakrikning

Tillampad ekvationslosning

Begrepp:

volym,

brak,

proportioner,

ekvation.

14.4 Ldsningsstrategier

Detta avsnitt dr taget ur 82 rika problem i matematik.
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Gissa och prova (rita en bild) Malet ar att fa saften blandad med 143 delar. Det bety-
der att andelen koncentrerad saft ska vara 1/2. 149 delar betyder att 1/10 &r koncentrerad
saft. Haller man i en del koncentrerad saft till blir andelen koncentrerad saft 2/11, vilket
ar for lite. Haller man i en del till blir andelen 3/12 = 1/4. D4 &r saften blandad ”1 + 3”.
For att istédllet fa blandningen 1 + 6 delar av den felblandade saften kan man f6rst pro-
va att halla i en del koncentrerad saft. D& &r andelen koncentrerad saft 2/11, vilket &r for
mycket. Om man istéllet héller i 1/2 del koncentrerad saft far man 1,5 av 10,5 delar. An-
delen koncentrerad saft blir da 3/21 = 1/7, vilket motsvarar 1 + 6 delar.

H 1 + 9 delar
Tillsatt 2 delar

saft och 3

1 + 3 delar
Tillsatt 1/2 del

saft och fa

1 + 6 delar

Sétt upp en tabell

Andel konc Antal delar
saft frén konc saft som Andel konc saft
bérjan tillsstts efterat
1/10 1 2/11
1/10 2 3/12=1/4
1/10 3 4/13
1/10 4 5/14
1/10 5 6/15 = 2/5
1/10 0,5 1,5/10,5 = 3/21 = 1/7

For att fa saften blandad ”1+3” kan man forst hilla i en del koncentrerad saft. I tabellen
ser man att det blir for svag saft. Om man héller i en till del koncentrerad saft andelen
koncentrerad saft 1/4, vilket betyder att den &r blandad ”1 + 3”. Fortsatter man att hélla
i fler delar koncentrerad saft blir saften for stark (se tabellen). For att fa saften blandad
”1 + 6” ska man hélla i farre delar koncentrerad saft dn for att fa saften blandad 1 + 3”.
Om man hiller i en del koncentrerad saft ser man i tabellen att saften blir for stark. Om
man istéllet héller i 0,5 del koncentrerad saft blir andelen 1/7, vilket betyder att den ar
blandad 71 + 6”.

Stall upp en ekvation Anta att x dr antal delar koncentrerad saft som man ska tillsatta
for att fa blandningen ”1 4 3” och att y &r antal delar koncentrerad saft som man ska
tillsitta for att fa blandningen ”1 + 6”.

14z 1 1+y 1
0+z 4 0+y 7
444 =10+« T+Ty=10+1y
3x =06 6y =3
xr=2 y:1
2
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Resonera logiskt Den felblandade saften ar blandad 1 4+ 9 delar. Saften ska bli blandad
1+ 3 delar, vilket &r samma sak som att blanda den 3 + 9 delar (forlingning med 3). Om
man jamfér 1 + 9 delar med 3 + 9 delar ser man att om man tillsitter 2 delar koncen-
trerad saft sa blir saften ratt blandad. Nir den felblandade saften med 1 + 9 delar ska
bli blandad 1 + 6 delar sa dr det samma sak som att saften ska bli blandad 2 4 12 delar
(forlingning med 2). Om man jamfor 1 + 9 delar med 2 + 12 delar ser man att om man
tillsitter 1 del koncentrerad saft och 3 delar vatten sa blir saften ritt blandad. Istéllet
for att gora det kan man hélla i en halv del koncentrerad saft. Det beror pa att saften
ska bli blandad 1 + 6 delar (eller 0,5 + 3 delar). Om man hoppar Gver att hélla i tre de-
lar vatten maste man samtidigt hoppa 6ver att hélla i en halv del koncen trerad saft, sa
da blir det bara en halv del koncentrerad saft kvar att hélla i. Gor man det sa blir saften
blandad 1,5 + 9 delar, vilket &r samma sak som att blanda den 1 + 6 delar (férkortning
med 1,5).

Problembanken Februari 2015
http://matematiklyftet.skolverket.se 107(132)



Skolverket

15 Alla mojliga summor

En kombinatorisk klassiker, som man kan snubbla pé i olika sammanhang. .. (Bakgrunds-
historien &r autentisk.)

Detta problem innehaller en hel del matematisk terminologi. Det basta verkade vara att
inte ta med definitionerna i fragan, utan 6verlata at liraren att efter eget omdoéme ga
igenom vad klassen kan ténkas behova.

Att som hér rikna dven uttryck som ”3” som en summa kan ju diskuteras. (Man brukar
gora sa da man arbetar med summatecknet, eftersom det forenklar resonemangen.) Man
far lov att fastsla att "vi gor sa i det har problemet”; det blir mycket svarare annars.

15.1 Anvindbart material

e En storre mingd av nagonting som gar 1att att ligga ut i en rad och som ligger stilla
(stenar, klossar, suddgummin. .. ), for att kunna representera talet 10 pa ett konkret
satt.

e Miniriknare (om man inte tycker att det iir ett egenviirde i att beriikna 2° fér hand).

15.2 Svar till grundproblemet

a) 22 =4 sitt (som "1+ 1+ 17, "2+ 17,71 4+ 27 och ”3")

b) 23 = 8 siitt (som”1 +1+1+ 17,724+ 14+1771+2+ 17,73+ 17,71 + 1+ 27,72 + 27",
"1+ 3” och "4”)

c) 29 =512 siitt

d) 271 sitt

e) Formodligen ”som summa av tva termer”. Finns 9 sddana; 1:a termen kan vara allt
mellan 10 h 9.

15.3 Svar till utvidgningarna

Speciella termer

a) 24 =16

b) Inga, om n inte #r delbart med k. Annars 27/5=1,
Andra sorters tal

a) Det finns plotsligt hur ménga sitt som helst, for om inte annat kan man lagga till
740 eller ”+1 + (—1)” hur manga ganger man vill.

b) Aven da blir det hur manga sitt som helst. Har man en summa kan man fa en ny
summa, genom att bryta isdr termerna i mindre delar.

Utan ordning

e Hir &r en tabell som ger antalet sitt stt skriva ett tal som en summa dir ordningen
mellan termerna saknar betydelse:

1 2 3 4 6 7 8 9 10
1 2 3 5 1 15 22 30 42

5
71
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15.4 Matematiskt innehdll

Forkunskaper

e Potensrikning

Utbyte

Taluppfattning
Monsterigenkidnning
Matematisk argumentation
Kombination av 16sningsstrategier kan ge nya insikter
Begrepp:

rekursion,

potenser,

geometrisk talfoljd,

summa, av geometrisk talfoljd,
heltal,

termer,

ordning mellan termer

15.5 Ldsningsstrategier till grundproblemet

Om eleverna har svart att komma igang kan man tipsa om att det kan vara virt att titta
pa dven 1 och 2; gar snabbt att undersoka och ger mer material att s6ka monster i. Man
kan ocksa fortsétta med 5 och kanske 6; det ger ocksad mer material.

Rekursivt / icke rekursivt Det icke rekursiva dr att 16sa varje fall som ett nytt pro-
blem, det rekursiva att pa nagot sitt utnyttja de redan 16sta fallen. De flesta borjar an-
tagligen icke rekursivt, men kan efter nigra steg (delvis av ren ldttja) overga till rekursiv
analys.

Det finns ett antal olika rekursiva losningar, se nedan.

Brute-force Forsoka skriva upp alla sitt man kommer pé, mer eller mindre systema-
tiskt. Om man inte arbetar systematiskt blir det hir mycket svart att argumentera f6r
att man inte har missat ndgon mojlighet da man ar inne pa 10. (Risken att raka ta med
nagot flera ganger finns ocksa — 512 alternativa l6sningar ar fér manga for att man ska
ha o6verblick.)

De som haller pa sa hér kan fa som inledande tips att férsoka hitta pa nagot system for
hur de skriver summorna, och efter ett tag tipset att se om de pa nagot séitt kan utnyttja
de redan 16sta talen. Att se om man kan hitta nagot smart sétt att ta fram uppdelning-
arna av 5 kan leda vidare.

Médnsterigenkdanning Efter att ha 16st de forsta fallen kan man ur 1, 2, 4, 8 borja miss-
tdnka att det blir férdubbling i varje steg. Lararen bor da uppmana eleverna att forsoka
hitta en forklaring till det uppkomna monstret.

Rekursivt 1: sista termen Forsok se ett system:

e 1 kan bara skrivas som 1; 1 sétt.
e 2 kan skrivas som 1 + 1 eller som 2; 2 sétt.
e 3 kan skrivas som 1+ 1+ 1,241, 1+ 2, 3; 4 sétt.
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e dkanskrivassom 1 +1+1+1,24+1+1,1+2+1,34+1,1+14+2,24+2,1+3,4;
8 sétt.

Det verkar bli dubbelt s& manga mojligheter varje gang. Varfor?

Om man tittar pd summorna for 4 sa ar de 4 forsta 3:s summor utdokade med ”+1”. Man
inser att det for varje tal gar att ligga pa ”+1” pa samtliga summor for foregaende tal,
och det finns déarfor precis lika manga summor som slutar ”41” som det fanns summor
totalt for foregaende tal. (Man kan lika gérna titta pa vilka summor som borjar med
)71+))-)

De andra summorna, de som inte slutar ”+1”, kan man fa genom att istdllet 6ka sista
termen med 1, s& att t.ex. 1+1+1 andras till 14+ 1+ 2. Alla summor som slutar pa nagot
annat dn 1 gar att astadkomma den vigen. Sa det finns lika manga av den sorten ocksa.
Detta forklarar varfor det blir dubbelt sd manga i varje steg. For 10 blir det 2-2-2-2-2-
2.2-2.2=2% =512 varianter. For talet n blir det 2"~! varianter.

Rekursivt 2: ligg pd en term Los problemet for mindre tal och forsok se ett system:

1 kan bara skrivas som 1; 1 sétt.

2 kan skrivas som 1 + 1 eller som 2; 2 sitt.

3 kan skrivas som 1 +1+ 1,2+ 1, 1+ 2, 3; 4 sétt.

4 kan gskrivassom 1 +1+1+1,2+14+1,1+2+1,3+1,1+1+4,2+2,1+3,4;
8 satt.

Om vi nu skulle vilja summera ihop 5 sa kan vi ligga pa ”+1” pa nagon av 4-summorna,
”42” pa nagon av 3-summorna, 43" pa nagon av 2-summorna, ’+4” pa l-summan, eller
skriva bara 5. Det ger att det finns 8 + 4+ 2+ 1+ 1 = 16 sétt att ta fram 5.

Samma resonemang ger 16 + 8 +4 4+ 2 + 1 + 1 = 32 séitt att ta fram 6, 32 + 16 + 8 +
44+24+1+1=064sitt att tafram7,64+324+16+8+4+2+ 1+ 1 = 128 siitt
att ta fram 8,128 + 64 + 32+ 16 + 8 + 4 + 2 + 1 + 1 = 256 sitt att ta fram 9 och
256 +1284+64+324+16+8+4+2+ 1+ 1 =512 sétt att ta fram 10.

Om man noterar att de sista termerna i summan &r de termer som man i forra steget
anvinde for att ta fram den forsta termen kan man inse att varje tal blir det féregaende
fordubblat.

Om man kopplar ihop den hir 16sningen med féregaende ser man att man har hittat
sambandet 27 = 2771 4+ 2772 4 ... £ 22 41 21 1 20 4 1 eller 2" — 1 = 2"~ 4 2772 4
<o+ 22 4 21 4 29, Detta ir ett exempel pa summan av en geometrisk serie, och visar
ocksa pa nyttan av att ge flera 16sningar till samma problem. (JAmfor hur man ur tva
16sningar till Glassarna kan ta fram formeln f6r summan av en aritmetisk serie.)

Rekursivt 3: antal termer For talet n finns som minst en enda term och som mest
n termer, 1:or allihop. Analysera alla antalen var for sig.

For 10 blir denna analys enligt

e 1 term gar bara pa 1 sétt: 710"

10 termer gar bara pa 1 sitt: alla termerna 1.

2 termer: forsta &r mellan 1 och 9, andra far bli det som behdvs fér att summan ska bli
10: 9 sitt.

9 termer: maste vara 8 l:or och en 2:a. 2:an kan sta pa nagot av 9 stéllen: 9 sétt.
Andra termantal: Blir ganska komplicerat.

Detta ér en systematisk metod som dr mycket naturlig att testa, men som &r svar att fa
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att leda nagonstans.

Ett sétt att komma vidare dr att inse att man kan fa t.ex. en summa som blir 10 med

5 termer genom att antingen utgd fran en summa som blir 9 och har 4 termer och ligga
pa en 5:e term som dr 1 eller utgd fran en summa som blir 9 och har 5 termer och 6ka
den sista med 1. (Den forsta metoden ger summor som slutar ”41”, den andra summor
som slutar p& annat siitt.) Man kan tabellera upp det hir sambandet, vilket fordrar att
man tar reda pé alla sdtt att summera fram alla tal till och med 10. Tabellen blir

1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 3 3 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1
1 9 36 84 126 126 84 36 9 1

och man far antalet sdtt att summera fram 10 genom att summera nedersta raden, vilket
ger 512.

(En larare kinner vl igen detta som Pascals triangel, som innehéaller binomialtalen. Ett
sitt att komma fram till det &r en variant pa det konkreta resonemanget. Om man vill
skriva 10 som summa av 5 termer sa motsvarar det att ligga 10 stenar i rad och vilja

4 av de 9 mellanrummen att dela upp talet i. Detta &r ju ingenting som en grundskole-
elev kan forutsittas bekant med, men om nagon grupp spontant drar ivig at det har hal-
let kan man haka pa.)

Konkret och kombinatoriskt Ligg ut 10 stenar pa rad. I denna rad finns da 9 mellan-
rum. For varje mellanrum har vi tva alternativ: dela av talet dar eller dela inte av talet
dir. Dessa beslut kan fattas helt oberoende av varandra. Darfor finns det 2° = 512 siitt
att gora detta.

Vill man 6ka chansen att nagra kommer pa denna metod kan man vid presentationen av
problemet representera 10 som 10 prickar, som en konkretisering av hur man visar talet
for en 7-aring.

Kommentar Hé&r har man ett exempel pa lite "bakvind” matematisk modellering — pro-
blemet 16ses genom att ga fran abstrakt till konkret, motsatsen mot det vanliga. Om inte
annat darfor bor man visa den hér 16sningen dven om ingen grupp kommit in i de banor-
na.

15.6 Ldsningsstrategier till utvidgningarna

Speciella termer

a) Ta en summa som blir 5 och férdubbla alla termerna — ger en summa med jimna ter-
mer som blir 10.

b) Ta en summa som blir n/k (vilket fordrar att detta &r ett heltal) och multiplicera alla
termerna med k.
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Andra sorters tal

Hir finns férmodligen inga storre mdojligheter att variera forklaringarna. Men framfor
allt fragan om vad som hinder om man inte kriver att det ska vara heltal kan leda till
diskussion. Har &r man ju inne pa skillnaden mellan den diskreta och den kontinuerliga
matematiken och olika talomraden. Det hir problemet dr bara meningsfullt i heltalsva-
riant. Detta kan ocksa ge en chansen att fanga upp de som &nnu inte riktigt forstatt att
det finns annat dn heltal.

Utan ordning

En sadan hér uppdelning kallas en partition, och det hir problemet &dr verkligen mycket
krangligare. Man maste ta hénsyn till bade hur manga termer man har och hur manga
av dem som &r lika. De som ar olika spelar det roll om man byter plats pa, de som &r
lika spelar det ingen roll. Om man med p(n) betecknar antalet partitioner av n si géller
foljande rekursiva formel:

p(n) =pn—1)+p(n—2) —p(n —-5) = p(n -7
+p(n—12)+ p(n —15) — p(n — 22) — p(n — 26) + ...

Denna, formel kallas MacMahons rekursion. Att forklara den ligger pa nivan avancerad
hogskolematematik.

15.7 Vidare diskussion

Det hér problemet kan leda vidare till en viktig diskussion om matematisk argumenta-
tion. Det blir troligen ett antal som efter de forsta stegen kommer fram till ”det blir tyd-
ligen dubbelt sa mycket i varje steg” utan att forsoka forklara varfor.

Men det &r viktigt att vara medveten om att bara fér att en formel har fungerat i samt-
liga fall som man har testat sa dr det #nda inte givet att den fungerar i de fall som man
inte har testat. Man maste ha en férklaring av varfér den fungerar for att kunna kiinna
sig sdker.

Om man har svart att fa fram detta kan man exempelvis titta pa funktionen f(z) =
3z — $x + §a®. De forsta virdena man far ur den r f(1) = 1, f(2) = 2, f(3) = 4
och f(4) = 8. Men om man gissar att virdena fordubblas i varje heltalssteg sa har man

fel — f(5) = 15, inte 16!

Ett annat bra fall att undersdka &r Venndiagram ur mingdlaran: Om man har en ruta
och i den ritar ett antal cirklar som skiir varandra, hur manga delomraden kommer man
da ha delat upp rutan i?

O @

De fyra forsta delas i 1, 2, 4 respektive 8 delar. 5:e innehéaller bara 14 delomraden. Inte
heller hir handlar det om fordubbling, fast det verkar s& om man bara tittar pa de forsta
stegen.
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16 Klubbverksamhet

Detta problem finns val i miljoner varianter, i allt fran Kamratposten till tdvlingen Unga
matematiker. Har ges en halvvigs vettig kontext.

Uppgiften har mycket text, sa det kan vara bra att ga igenom den ordentligt och kanske
skriva upp sjilva kirnan pa tavlan. Annars kan elever med ldssvarigheter ha problem
med att ta till sig vad det &r som ska goras.

Det kan vara intressant att 1ata nagon grupp gora den enklare varianten, eftersom det
ger mojlighet att studera hur pass mycket svarare problemet blir d& man 6kar antalet
méngder. Det finns ocksa mojligheten att gora den enklare varianten vid ett tillfélle, o h
den svarare nésta gang.

16.1 Anvidndbart material

e Spelpjiser, tandstickor, eller nidgot liknande, som kan representera eleverna. (Det be-
hovs mangal)

e Papper i A3 eller annat stort format.

e Minirdknare (eventuellt).

e Om man kan hitta det: En autentisk tidningsartikel dir journalisten gor precis samma
misstag som journalisten i historien. Sddana dyker upp med jimna mellanrum, och en
vaksam larare kan halla utkik efter dem. Att analysera en sddan och forsoka komma
fram till var luckorna i resonemangen ligger och vilka slutsatser som man egentligen
kan dra kan vara mycket givande, bade som matematik och som en lektion i vikten av
att betrakta information i media med ett kritiskt dga.

16.2 Svar till grundproblemet

Basvarianten

Klubb

Ingen klubb

Bara simklubben

Bara fotbollsklubben
Bara dansklubben

Alla utom simklubben
Alla utom fotbollsklubben
Alla utom dansklubben
Alla klubbarna

I
=
=+
&
=

simning

=N W N R e Ot
(&)

fotboll v dans

Totalt 25
1. 4.
2. 10.
3. Se l6sningsstrategier.
Den enklare varianten
Klubb antal 9
Ingen klubb 9
Bara fotbollsklubben 6
Bara dansklubben 3
Bada klubbarna 7
Totalt 25 fotboll dans
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1.
2.
3

0o N

e 16sningsstrategier.

16.3 Svar till utvidgningen

1. 24 =16
2. Om vi kallar klubbarna ABCD: ingen, A, B, C, D, AB, AC, AD, BC, BD, CD, ABC,
ABD, ACD, BCD, ABCD.

16.4 Matematiskt inneh3ll

Forkunskaper
Nodvandigt:

e Addition och subtraktion
Bra att ha:

e Ekvation
e Ekvationssystem
e Grundliggande mingdléara

Utbyte

Olika strategier for samma problem

Formulering av verklighetsproblem i matematiska termer (modellering)
Grundlaggande mangdlara, speciellt 6verlappande méngder

Begrepp:

méangd

disjunkt

16.5 Ldsningsstrategier till grundproblemet

Strategierna beskrivs hir fér basvarianten av problemet, men samma metoder kan anvin-
das pa den enklare varianten.

Konkret Iésning med trial-and-error Rita upp klubbarna och ta 20 spelpjéser eller né-
got och forsok placera in dem sa att det blir lagom méanga i de olika omradena. Som bild
behovs ett Venn-diagram med tre méngder, med tillrackligt stora omraden for att spel-
pjdserna ska fa plats.

Alternativt representerar man personerna med prickar, som man forsoker placera in pa
ett fungerande sitt. Det kan bli ganska kladdigt om man behdver dndra, forutom att det
dr svart att med 6gonmatt beddma exakt hur manga prickar man har ritat. Om nagra
forsoker den viigen kan man tipsa om att det gar att anvinda nagot som gar att flytta
istéllet.

Ytterligare ett alternativ ar att skriva antal, som man kan dndra genom att stryka éver
och skriva ett nytt forslag.

Konkret Idsning, systematisk med start i korrekt antal Man startar med ett diagram
och exempelvis allt i mitten, och flyttar sedan om enligt nigon systematisk plan. (Ocksé
hér kan personerna vara representerade med spelpjéser, prickar eller siffror.) Har foljer
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ett exempel pa en sddan 16sning;:

Starta med allt i mitten, fokusera férst pa att fa dansklubben ritt. Det &r just nu

20 personer i den, ska bara vara 10. Flytta 10 markorer till skiirningen mellan fotboll och
simning. Det ska vara 5 personer i skiirningen mellan simning och dans, och 7 i skiirning-
en mellan dans och fotboll. Flytta 2 markorer till dans-+fotboll, [imna 5 i mitten och
flytta 3 till bara dans. Nu stdmmer allt i dansklubben.

Nu tittar vi pa simklubben. Just nu finns 15 personer i den cirkeln, och det ska bara
vara 11. Dansklubben ska inte ha fler, sa flytta 4 till bara fotboll. Nu ar det 11 i fot-
boll4simning, ska bara vara 6. Flytta 5 till bara simning. Nu &r allt ratt f6r bade sim-
och dansklubben. Men det dr 12 personer i fotbollsklubben; ska vara 13. Den felande per-
sonen maste lanas fran sim+dans. Om de far en gemensam medlem sa har de forfarande
ratt antal. Men da blev det en person for mycket i deras skirning. Ta bort en ur central-
gruppen. Fast nu &r det plotsligt en person for lite i bade sim och dans, och vi har tva
pjaser i handen. Ligg dem i skiirningarna med fotboll s& stimmer allt.

En del systematiska omflyttningsplaner leder till att man temporirt behover placera ett
negativt antal personer i ett visst omrade. Just dar har siffror en fordel framfér de andra
representationsformerna, eftersom man med dessa kan representera negativa tal. (Att
detta inte intréffade i det illustrerade exemplet beror pa att man dir startade med att fa
ordning pa den minsta gruppen.)

Konkret Idsning, systematisk med start i inkorrekt antal Man startar i diagrammet,
och stéller 11 personer i “enbart simklubb”, 13 i ”"enbart fotboll” och 10 i ”"enbart dans”.
Detta dr ju for manga, och man forsoker enligt nagot system minska ner till rétt antal,
t.ex. genom att flytta ett antal personer till en skirning mellan tva mingder och i sam-
band med det ta bort ett antal andra. Ocksa hir kan alla representationsformer anvin-
das, och ocksa hir kan man fa negativa mellanresultat.

Resonemang utan bildstéd Borja med simklubben och fotbollsklubben. Av de 11 i sim-
klubben &r 6 ocksa med i fotbollsklubben. Alltsa &r 5 inte med i fotbollsklubben. Av de
13 i fotbollsklubben &r 7 inte med i simklubben. (Detta &r en losning av den enklare vari-
anten av problemet.)

Tillsammans har simklubben och fotbollsklubben 5 + 6 4+ 7 = 18 medlemmar. 20 personer
ar med i klubbarna , s det maste vara 2 som &r med i dansklubben men inte nagon av
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de andra.

Lagger man till dessa 2 att 7 ocksa dr med i fotbollsklubben och 5 i simklubben far man
14, vilket dr 4 mer dn vad dansklubben innehaller. 4 maste alltsa tillhora bada de andra
klubbarna. Da dr 3 av dem med i fotbollsklubben men inte simklubben, och 1 i simklub-
ben men inte fotbollsklubben.

Denna typ av resonemang kan laggas upp pa manga séitt. Eftersom det blir ganska svar-
overskadligt kan de som gor sd hir uppmanas att stélla samman resultatet i en tabell.
Det &r ganska stor risk att resonemanget borjar ga i cirklar eller missar nagon aspekt.

Algebra Sitt namn pé de olika alternativen:

Klubb antal
Ingen klubb

Bara simklubben

Bara fotbollsklubben
Bara dansklubben

Alla utom simklubben
Alla utom fotbollsklubben
Alla utom dansklubben
Alla klubbarna

simning

fotboll v dans

Med den givna informationen kan man nu stilla upp ett ekvationssystem:

SQ w0 Q0 o9

e+h="17
f+h=5
g+h=6

b+f+g+h=11
c+e+g+h=13
d+e+f+h=10
b+c+d+e+f+g+h=20

Med systematisk substitution kan detta 7-variablers linjira ekvationssystem losas. (For-
slagsvis borjar man med att uttrycka e, f och g i h och sétta in detta i efterfoljande ek-
vationer, varvid b, ¢ och d kan uttryckas i h. Allt detta insatt i sista ekvationen ger ett
varde pa h, med vars hjalp man nu kan ta fram de andra virdena.) Arbetar man osyste-
matiskt dr risken att man blir sittande hur ldnge som helst.

Inklusion—exklusion Om man ligger ihop klubbarnas medlemsantal kommer alla som
ar med i tva klubbar ha riknats med tva ganger. Det kan man ratta till genom att dra
bort dem en gang. Fast de som var med i alla tre klubbarna kommer da ha riknats med
tre ganger, och sedan dragits bort tre ganger. Det var en gang fér mycket! Ligg till dem
igen. Nu vet vi inte vad just det antalet &r, sa vi kan kalla det z. Vi har nu ekvationen

11+134+10-6—-7—-5+2=20
16 + 2 =20
r=20—-16=4
4 personer ar med i alla klubbarna. D& ar 6 — 4 = 2 med i fotbolls- och simklubben men

inte i dansklubben; 7 — 4 = 3 med i fotbolls- och dansklubben men inte simklubben och
5 —4 =1 med i dans- och simklubben men inte fotbollsklubben.
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D& ar 1l —2 — 1 — 4 = 4 med i bara simklubben; 13 — 2 — 3 — 4 = 4 med i bara
fotbollsklubben och 10 — 3 — 1 — 4 = 2 med i bara dansklubben.

(Detta &r den 16sning som en kombinatoriker foredrar.)

Eget problem

Om man hinner med det egna problemet sa kan det vara en utmaning att fa eleverna att
inte bara byta siffror och klubbverksamhet, utan férséka hitta en helt ny kontext. Det
som foljer hiir dr kanske mer intressanta aspekter dn 16sningsstrategier, men de fick sta
under denna rubrik.

Lasbarhet Om man bara hugger siffror ur luften ar risken stor att man sétter ihop ett
olosbart problem, dar nagon kategori maste innehalla ett negativt antal personer. Ett
sadant problem kan vara intressant att analysera, och kan leda till diskussion om i vilka
sammanhang negativa tal & meningsfulla och i vilka de inte &r det.

Vad é&r s6kt? Det kan vara intressant att se om alla gor problem dér det &r den centra-
la skdrningen som ar okind, eller om nagra inser att vilket som helst delomrade kan vara
det sokta. Det kan beh6vas uppfinningsrikedom f6r att hitta pa dels en bra anledning till
att man vill ha reda pa den saknade informationen och dels en bra anledning till att den
saknades.

Kontexter Exempel pa vanliga kontexter for sidana hir problem &r férst och framst
kombinatorik, dir man ofta ar intresserad av antalet element i unionen av ett antal
méngder eller antalet element utanfér unionen, och dar principen om inklusion-exklusion
ar standardtekniken. (Dir &r oftast alla de separata kategorierna négorlunda enkla att ta
fram, och det &r totalantalet som &r det okéinda.)

Om man f6ljer klubbmotivet s& kan man vilja ha reda pa om klubbarna har gemensam-
ma medlemmar, eftersom det dr relevant vid moétesplanering.

En bra kontext ar da mangderna motsvarar sprakkunskaper. Dér kan man verkligen vilja
ha reda pa hur manga det &r i var kategori, och om det finns nagra personer i skirning-
arna (eftersom dessa da kan tjanstgora som tolkar).

16.6 Ldsningsstrategier till utvidgningen

Venndiagram — felaktigt Rita upp ett Venndiagram, men med fyra cirkuldra méangder,
och rikna delomradena. Tyvérr ger ett sadant diagram bara 14 av de 16 mdjliga kombi-
nationerna, enligt sidan 112. (Det gar att gora ett korrekt Venndiagram med fyra ming-
der, men man kan inte gora alla cirkuléra.)

Kombinatorik For varje klubb géller att man kan vara med eller inte. Det &r tva alter-
nativ, och pa 4 klubbar ger detta 2* = 16 mojligheter.

Binomialtal Om man redan kinner till begreppet binomialtal passar det hir: att vil-
ja vilka klubbar man ska vara med i dr ett oordnat urval utan aterliggning. (Det spelar
ju ingen roll vilken klubb man gick in i forst, och man kan inte vara med i en och sam-
ma klubb flera génger. Det enda viktiga &r vilka av de fyra klubbarna man &r med i.)
Antalet sitt att vara med i ingen klubb &r (j) = 1; i exakt en klubb (1) = 4; i tva klub-
bar (3) = 6; i tre klubbar (g) =4; och i alla fyra (j) =1.
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Lista Ett sitt att rakna antalet mojligheter ar att borja med den andra uppgiften och
sedan rikna hur manga alternativ man fick. Listan kan sedan tas fram pa olika sétt.

Ostrukturerat listande Man forsoker skriva upp alla versioner man kommer pé, utan
nagot speciellt system. Eftersom 16 &r mer &n vad som &r litt 6verblickbart &r det bade
risk for att man missar alternativ och att man rakar ta med nagot flera ganger (kanske
med klubbarna i olika ordning). Om man representerar klubbarna med fullstindiga namn
istallet for med en bokstav blir det &nnu mer odverskadligt. (Dér kan man ju tipsa om
att forkorta namnen till en bokstav och att skriva bokstdverna i bokstavsordning; det
forenklar.)

Lista efter antal klubbar Sortera alternativen efter vilket antal klubbar man &r med

i. (Det ar s& 16sningsforslaget ar uppstéllt.) 0, 1, 3 och 4 klubbar ar litt att analysera
(dtminstone om man inser att “vara med i 3 klubbar” &r samma sak som “inte vara med
i 1 klubb”); 2 klubbar &r lite knepigare, och motsvarar problem 1 pé sidan 44 (dar man
ska sétta ithop en glass med 2 kulor valda bland 4 smaker). Olika 16sningsstrategier finns
beskrivna i analysen av det problemet.

Lista efter tillhor/tillhor inte Listan blir nagot iden hir stilen:

A B C D
nej | nej | nej | nej
nej | nej | nej | ja
nej | nej | ja | nej
nej | nej | ja | ja
nej | ja | nej | nej
nej | ja | nej | ja
nej | ja | ja | nej
nej | ja | ja | ja
ja | nej | nej | nej
ja | nej | nej | ja
ja | nej | ja | nej
ja | nej | ja | ja
ja | ja | nej | nej
ja | ja | nej | ja
ja | ja | ja | nej
ja | ja | ja | ja

Listan kan erhallas genom att man systematiskt forsoker skriva ner mojligheterna, men
den kan ocksa erhallas genom rekursivt resonemang: Oavsett om man &r med i A eller
inte s f6ljs det av samma mdjligheter f6r de andra klubbarna. Man kan darfér konstru-
era den listan och kopiera, och fylla pa med information. Samma resonemang géller for
del-listorna. Detta &r nagot som man om inte annat kan inse efter det att man satt ihop
listan, och da inser man att om man insett det tidigare sa skulle man sparat en massa
jobb.

(Om man har arbetat med binfira tal sd kan man notera att om man betecknar nej

med 0 och ja med 1 sd har man hér talen 0-15 i bindrnotation. Det &r sa kombinatoriker
brukar ga till viga om de vill ta fram alla de m&jliga kombinationerna, eftersom binérta-
len &r latta att ta fram och kopplingen till de olika alternativen ar enkel.)
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Beslutstrad Har man tidigare sett beslutstriad sa passar den tekniken att anvénda. Be-
sluten dr da ifall man ska ga med i klubb x eller inte. Ett sddant hir trdd kan bli resulta-
tet:

ejB/ 0D

Det héar tridet dr i princip samma sak som tabellen; enda skillnaden &r egentligen att
man skrivit upp "inte A” en gang istéllet for 8 ganger.

Det som kan vara knepigt med beslutstrid ar att avgora vilka beslut det egentligen &r
som ska fattas.

16.7 Kommentarer

Ett mycket viktigt begrepp som denna uppgift tar upp ar icke-disjunkta kategorier. Jour-
nalisten i historien utgick fran att de tre klubbarna bestod av olika personer, och det
fanns det ju ingen anledning till att de skulle gora. Detta ar ett mycket vanligt felreso-
nemang. Att f& upp vaksamheten fér det hir dr anvandbart inom i stort sett alla &mnen.
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17 Schackbradet

Ett valkint knep-och-knap-problem i tva versioner.

Man kan behova klargora att det inte handlar om samtidigt mojliga kvadrater; ett 4 x 4-
brade kan ju delas upp i fyra 2 x 2-kvadrater, men tillater man att kvadraterna éverlap-
par sa ryms nio.

Problemet &r sa pass avancerat att det inte ar l&mpligt att inleda med; gruppen boér ha
16st nagra enklare problem med monsteranalys tidigare.

En del metoder att angripa problemet ger aritmetiska summor som mellanresultat. Om
man tidigare hallit pa med sddana kan man da snabbt gi igenom vad man kom till forra
gangen, si att eleverna kan lagga tiden pa de nya aspekterna i det hir problemet.

17.1 Anvindbart material

Rutat papper.

Olika slags pennor, i olika féirger.
Linjal.

(Inte nodvandigt) Schackbrade.
Minirdknare.

(Eventuellt, om man gor En formel:) Klossar och hiftmassa.
(Om man gor Andra "briden™) Papper med triangulart rutnét.
(Om man gor Andra "briden”) Klossar.

17.2 Svar till grundproblemet

Basversionen
1.2.2=4

2.3.3=9

3.6-6=236

4. 12 4+22 4 ... 482 =204

12+22+“.+n2
. Se ldsningsstrategier.

> o

Varianten

124+224+32=14
12422 +32+42=30
124224 ... 482 =204
124922 4...4n2

Se ldsningsstrategier.

U W o=

17.3 Svar till utvidgningarna

En formel

1. Mittenformeln erhalls om man sétter vinstra formeln pa gemensamt brakstreck eller
multiplicerar ihop faktorerna i den hogra.

2. Formeln bdr ge ratt svar.

Se Lisningsstrategier.

4. Se Ldsningsstrategier.

©
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Andra "braden”
L (1424344 +(14+2+3)+(14+2)+1)+((1+2+3)+1) =24
spets uppat spets nerat
2. (424 +n)+ - +1+2)+ 1)+ (1424 -+ (n—1)+(1+2+ -+ (n—3))+...)
3. 13423 433 +43 453463+ 73 +8% =1296

17.4 Matematiskt innehll

Forkunskaper
Nodvindigt

e Kvadrater
e Variabelbegreppet

Bra att ha

e Andra potenser

e Aritmetiska summor
Utbyte
Grundproblemet:

Monsterigenkidnning
Icke-aritmetiska summor
Kvadratiska samband
Formelsamband

Utvidgningarna

o Algebraiska omskrivningar
o Icke ritvinklig geometri
e 3D-geometri

17.5 Lésningsstrategier

Ostrukturerat letande Forsoka ringa in alla kvadrater man hittar, utan systematik.
Kan leda till mer systematiskt arbete, da man borjar se ett ménster i hur markeringarna,
ar placerade. Raknar man utan att markera trasslar man formodligen in sig totalt. (Ett
tips kan d& vara att markera det man riknat, sd att man inte rakar ta det flera ganger.)

Resultat utan ménsterigenkdnning Den som letar ordentligt kan komma fram till att
svaret ar 14+4+49+..., men kanske dnda inte identifiera talen som de jamna kvadraterna.
Det gor det svart att generalisera formeln.

Resultat med mdnsterigenkdnning men utan motivering FEn del som hittar 1 +4+ 9+
... kiinner igen detta som summan av kvadraterna, men har ingen ordentlig motivering
av varfor det blev sa.

Rekursivt resonemang (Intréffar troligast om man arbetar med varianten, och ocksé
troligast om man 16st andra problem dér rekursion var en bra idé.) Alla kvadrater som
fanns i ndrmast mindre kvadrat finns fortfarande. Sa exemplevis 3 x 3 innehaller alla
5 kvadraterna fran 2 x 2. Fragan &r bara vilka ytterligare kvadrater den innehéller.

Kvadraten kan ses som den mindre kvadraten med en rad rutor palagd i ver- och ho-
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gerkant. De nya kvadraterna maste ligga sa att de ingar i denna kant. Storsta mojliga
kvadrat kan bara ligga pa ett sétt. Narmast mindre kan placeras i nya hornet, eller skju-
tas ett steg at vinster eller ett steg nerat, 3 mojligheter. PA4 samma sitt finns det 5 moj-
ligheter for den dérefter. Ger att det blir 143+ 5+ .-+ (2n — 1) nya kvadrater forutom
de gamla.

Foljer man upp det hir landar man pa formeln
1+(143)4+(1+34+5)+--+(1+34+---+(2n—1))

som &r fullt korrekt men lite klumpig. Den kan férenklas med hjilp av formeln for arit-
metisk summa tillimpad pa delsummorna. Den kan ocksa skrivas om genom att man
samlar ihop identiska termer, vilket ger

n-1+4(n—-1)-3+(n—-2)-54+---+1-2n—-1)
Denna 16sning ger ocksa svaret pa sista fragan; den férklarar resultatet.

Systematisk analys 1 en n x n-kvadrat géller foljande:

e En n x n-kvadrat kan bara placeras pa ett sétt.

e Nirmast mindre kvadrat kan placeras pa 2 sitt i horisontalled (utmed 6verkant och
utmed underkant) och 2 sétt i vertikalled (utmed vénsterkant och utmed hogerkant).
Totalt 2 - 2 = 4 mojliga placeringar.

e Nirmast mindre kvadrat kan placeras pa 3 sétt pa bada ledderna; 3 - 3 = 9 mdjliga
placeringar.

e QOch sa vidare!

Summering ger totala antalet mdjligheter. Ocksa denna 16sning férklarar resultatet.

Aritmetisk summa — felaktigt tillimpad Om man tidigare 16st problem med aritmetis-
ka summor s kommer en del férmodligen efter att ha kommit fram till en korrekt sum-
ma beriikna dess viirde med formeln f6r aritmetisk summa. Den formeln &r sé frestande
enkel, och det &r liatt att bortse fran att den hérleddes under bestimda forutsittningar.

17.6 Ldsningsstrategier for utvidgningarna

En formel

Standardmetoden att visa en formel av det hér slaget dr induktion, vilket ju ligger langt
over svarighetsgraden for grundskolekursen (men dr en teknik som ett barn som ér in-
tresserat av matematik och logik mycket vil kan komma pé pé egen hand).

Formelns korrekthet

Bakviand induktion En variant som fangar induktionens idé &r att kontrollera hur stor
skillnad det blir pa de virden som formeln levererar fér tva pa varandra féljande tal. Om
det blir en jimn kvadrat si vet man atminstone att formeln hela tiden ger den korrekta
Okningen, och eftersom den ger rétt svar for de forsta virdena si kommer den fortsétta
att ge korrekta virden.

Geometri Man kan ocksa férsoka sig pa en tredimensionell version av det geometriska
beviset for den aritmetiska summan. 12 +22 + ... motvarar antalet klossar i en siddan hér
konstruktion:
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Av sex saddana byggnader kan man pussla ihop ett ritblock med sidlingder n, n + 1 och
2n 4 1 och ur detta far man svaret.

Att gora detta generellt dr nog vil svart, men har man ett antal klossar kan man sétta
ihop sex tredimensionella pusselbitar bestdende av 5 = 1! + 22 klossar, ihopfogade med
hiftmassa (eller lim om man vill anvéinda pusslet flera ganger), och forsoka ldgga ihop
dem till ett ratblock. Det blir ett ganska utmanande tredimensionellt pussel. Har &r en
bild av l6sningen:

5

Varfor heltal?

Argumentation fran formelns innebord Sjilva problemet handlar ju om antal, och sa-
dana kan inte vara annat dn (icke-negativa) heltal. S4 om den hér formeln korrekt beskri-
ver problemet sa kan den inte ge annat &n heltal som resultat.

Delbarhet Om man far ett heltal som resultat s4 maste tiljaren i uttrycket innehéalla
faktorn 6 = 2 - 3. Den &r helt sikert jimn, dvs. innehaller 2 som faktor, eftersom om n ar
udda sa ar n + 1 jimnt, och tvirtom, och bada dessa tal ingar som faktorer i téljaren i
hégra versionen av formeln. Samma typ av resonemang maste ga att anvinda for att be-
visa att dven 3 ingar. Om n &r en multipel av 3, t.ex. 9, s& &r saken klar, eftersom n &ar
forsta faktor i uttrycket. Om n &r ett steg under multipel av 3, t.ex. 8, sa blir andra fak-
torn, n + 1, en multipel av 3. Och om n &r ett steg 6ver multipel av 3, t.ex. 10, sa blir 2n
tva steg 6ver, och 2n + 1 d& en multipel av 3. (Och fler sorters heltal &n s finns inte.)

Det gar att gora ett liknande resonemang pa mittenformeln, men det &r betydligt krang-
ligare.

Ovrigt

Generalisering av summaformel Uppmirksamma elever kan notera att da man la ihop
tal upphdjda i ett (den aritmetiska summan) s fick man ett svar med en kvadrat, och

d& man la ihop tal upphdjda i tva (som hir) si far man ett svar med en kubik, och und-
ra om det alltid &r sa att 16sningen pa en summa dr en grad hogre &n termerna man ad-

993477

derade. Svaret pa det dr ”ja”, men beviset ganska krangligt.

Ett annat brade

Hér kan man tillampa nagon av de strategier som man anvinde pa det kvadratiska bré-
det, med modifikationer.
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Trianglar Enklast dr nog att separatrikna trianglar med spetsen uppat och trianglar
med spetsen nerat. Den storsta triangel med spets upp som man kan trycka in i pa ett
bride med sidlingd n dr brédet sjélvt. Den storsta med spetsen ner har sidlingd motsva-
rande halva bréidets sidlingd, avrundat nerat till heltal.

Kuber Systematisk analys fran det kvadratiska briadet gar latt att generalisera till yt-
terligare en dimension.

17.7 Kommentarer

Det hér problemet innehaller samma komplikation som exempelvis problem 15, Alla madj-
liga summor: Manga kommer att se ett monster och inte se nagot behov av att motivera
det. Diskussionen i avsnitt 15.7 pa sidan 112 kan vara vird att titta igenom, for det ar
samma tankegangar.
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18 Likheter och liknande

Detta ar taget ur den diskreta matematiken, omrade relationer med koppling mot logik.
Den hir typen av resonemang kan synliggora delar av matematiken som ofta tas for giv-
na, och kan leda till en plétslig aha-upplevelse for personer som missat tanken bakom
andra berékningar.

Problem 1 och problem 2 har s& pass mycket gemensamt att det verkade bist att sétta
dem ihop. Man bor nog inte géra mer dn ett av dem i taget, men det spelar ingen roll
vilket man boérjar med.

Problem 1 ir i sig sa pass omfattande att man kanske inte vill ta alla relationerna pa
samma pass. Det dr bara att klippa bort de man inte vill ha. Man bor do k se till att
man pa ett och samma pass alltid har med bade relationer som ar transitiva och sadan
som inte ar det.

Man bor da man presenterar problemet ga till botten med det faktum att = &r transi-
tivt, sa att alla har klart for sig exakt vad det & som man diskuterar.

18.1 Anvindbart material

e Pennor, papper, och linjaler.
e Eventuellt: minirdknare (kan snabba upp experimenterande).

18.2 Svar
Problem 1

Egenskapen som undersoks hér kallas som sagt transitivitet.

1. Ja. "Mindre &n” betyder ju "ligger till vinster om pa tallinjen”, och i en hel sekvens
tal dér varje tal ligger langre at héger kommer det forsta talet garanterat att ligga till
vénster om det sista.

2. Nej. Oftast blir det ju sa, men det &r inte sikert. Exempelvis dr 4 # 5 # 4, men inte
ar forsta och sista talet i den kedjan olika!

3. Nej. Om talen exempelvis allihop avviker a4t samma hall kan man fa en stor accumule-
rad avvikelse mellan férsta och sista®.

4. Ja. ”"Parallell med” kan ju definieras som “avstandet &dr konstant, oavsett var man mé-
ter”. (Summan av tva konstanter &r konstant.)

5. Nej. Golvet ar vinkelrdtt mot viggen som &r vinkelrdt mot taket, men golvet och ta-
ket &r inte vinkelréta.

6. Ja. Likformig ar ju i princip omskalad och/eller vriden, och tva omskalningar efter-
varandra med faktorerna x o h y motsvarar en omskalning med faktorn zy, o h en
vridning pa «° foljd av en pa 8° motsvarar en vridning pa (a + 38)°.

7. Nej. Ens kusiner pa modernet &r slikt med en sjélv, som &r slikt med kusinerna pa
fadernet. Men vanligtvis dr de tva kusinskarorna inte slikt med varandra.

8. Ja. ("Kortare &n” dr ju samma sak som < tillimpat pa langder, s samma resonemang
géller.)

9. Héar gar det att plocka rent matematiska saker som >, <, >, men ocksa vardagliga
exempel som syskon till o h hybrider som yngre dn.

6Jag #r sikert inte ensam om att ha sigat brida 2 ungefir lika lang som brida 1, brida 3 ungefir
lika 1ang som briada 2 osv. for att sedan uppticka att skillnaden pd briada 1 o h brida 20 var ganska
stor. .. Hillevi
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Problem 2

1. Nej. Exempel: Om det man gor dr att multiplicera med noll blir de nya sakerna lika.
Om man multiplicerar med nagot negativt vinds forhallandet. (Ett exempel for de
som inte arbetar med negativa tal: vinder man positiva tal "upp-och-ner” vinds for-
hallandet; 2 < 3 men 1/2 > 1/3.)

2. Nej. Oftast blir det sa, men inte alltid. Exempel: Om det man gor dr att multiplicera
med noll blir de nya sakerna garanterat lika. (Andra operationer ger likhet for en del
tal; exempelvis dr —2 # 2 men (—2)? = 22.)

3. Nej. Oftast blir det sa, men inte alltid. Det beror ju lite pa hur man har definierat
“ungefir lika med”, men det gar alltid att hitta ndgon operation som forstirker skill-
naderna sa pass mycket att man inte ldngre kan klassa resultaten som "ungefér li-
ka”. (Om man definierar “ungefir” som "skiljer med hogst 10 %” ar 10 =~ 11 men
10% % 112.)

Kommentar Det ér ju lite ovanligt med tre ja/nej-fragor som alla har svaret “nej”’, men
just det hér resonemanget fungerar verkligen bara for likheter (men det &r mycket van-
ligt att det anvéinds i alla mojliga situationer).

18.3 Matematiskt inneh3ll

Férkunskaper
Nodvandigt:

e Likhetsbegreppet
e Storre-an/mindre-dn-begreppet
o Ungefir lika med

For de geometriska delarna av uppgift 1:

e Parallellitet
e Vinkelrathet
e Likformighet

For uppgift 2:
e Ekvationslosning
Anvéndbart;:

e Negativa tal

Utbyte

e Fordjupad forstaelse av framst likhetsbegreppet, men dven av de andra relationer som
tas upp.
e Fordjupad forstaelse for de resonemang som ligger bakom de flesta former av berék-
ningar.
e Fordjupad forstaelse for de resonemang som ligger bakom ekvationslosning.
e Begrepp:
likhet,
olikhet,
storre &n, mindre &n,
parallellitet, vinkelréthet,
likformighet
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18.4 Ldsningsstrategier

De &r i princip desamma, for bada problemen.

Uttala sig tvdrsdkert baserat pé intuition Detta brukar vara ganska vanligt pa den hir
typen av fragor. Man kan fa diskutera fram och tillbaka ganska manga varv angaende att
om det dr sant s maste det ga att motivera.

Experimentera Testa sig fram och se vad som verkar gilla. Det hiar kan sedan f6ljas
upp pa olika sétt. Om nagot av experimenten gav svaret “nej” &r man ju framme; det ar

M35

inte sdkert att det blir som i fragan. Men om allihop gav svaret ”ja” ar det svarare.

Férhastade uttalanden baserade p4 experiment Om alla experimenten gav resultatet
”ja” ar det naturligt att misstéinka att svaret dr ”ja”, och manga kommer da ocksa siga
att det dr ”ja”. Men det &r inte sikert; man kanske inte rakat testa nagot som leder till

5

”neJ
Uppfoljning baserad pd experiment Om alla experimenten gav resultatet ”ja” kan man
férsoka hitta en ordentligt forklaring till varfér det blir "ja”.

Fdrsoka motbevisa Mer systematiskt experimenterande, diar man letar efter nadgot som
ska leda till svaret "nej”. Hittar man det sa ar saken klar. Hittar man det inte sa kan man
ofta se vad det var som gjorde att man misslyckades. (Bara det att man misslyckats visar
ingenting.)

Resonera Tinka igenom vad begreppen verkligen betyder, och vad det har for konse-
kvenser. Detta kan folja pa nagon av de andra versionerna, eller vara det man direkt
startar med.
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19 Smultronasken

Detta ar precis som problem 9, Staketet, ett klassiskt optimeringsproblem som aterfinns i
de flesta larobdcker i differential- och integralkalkyl. Matten pa kartongbiten &r valda sa
att optimum inte blir i ett heltal.

19.1 Anvindbart material

Tjockt papper eller tunn kartong, firdigskuret i kvadratiska bitar av ratt matt, vilket
ar avkortad A4. (Ska vara tillricklig stadigt for att inte kollapsa, tillrdckligt tunt for
att vara latt att klippa i.)

e Saxar, tejp, haftapparat.
e Linjaler och pennor, girna vinkelhakar.

Risgryn, sand eller nagot, att fylla ladorna med for att kontrollera att den verkliga vo-
lymen stimmer med den berdknade. Skopor eller nagot att 6sa detta material med.
Matt.

Sopborste och skyffel.

Minirdknare.

Grafritande riknare eller program.

19.2 Svar

U W=

14 x 14 x 3,5 cm (vilket vl far séigas vara “bred och lag”). Volymen ér 686 cm3.

12 x 12 x 3 cm.

19.3 Matematiskt inneh3ll

Férkunskaper

Léngd, area, volym
Variabelbegreppet
Algebraiska omskrivningar
Formelsamband

Potenser

Geometriska definitioner

Utbyte

Formulering av verklighetsproblem i matematiska termer (modellering)
Tolkning av grafer

Begrepp:

area,

volym,

icke-linjira samband,

optimering,

algebraisk formel,

maximum /minimum,

extrempunkt
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19.4 Ldsningsstrategier

Gissningar "Nagot mitt-emellan” &r vil den troligaste gissningen, for det brukar vara
riatt. "Kub”, lika hog som bred, kan rédknas som en mitt-emellan-16sning, och en gans-

ka trolig gissning. (Det besldktade probemet “gor en ldda med lock med minimal area”
har en kub som svar.) "Halv kub” ar ocksé en trolig gissning, speciellt om man tidigare
har gjort Staketet déir “halv kvadrat” var den optimala 16sningen. (Den avbildade asken
har de méatten.) Sannolikheten att nigon gissar ritt dr ganska lag, for svaret &r en smula
kontra-inuitivt.

Om man &r tror att nagra i klassen drar sig for att gissa darfor att de inte vill géra bort
sig genom att ha fel kan man samla in gissningarna pa papper och skriva upp pa tavlan
anonymt.

Insamlande av data

Ostrukturerat datasamlande FEftersom det ar s pass arbetsamt att sdtta ihop askar
med olika méatt tar de flesta nog och ndjer sig med de som de gjorde allra forst, och tar
och gor pappersberdkningar fér 6vriga storlekar. En metod &r att utga fran de data man
har efter askbygget, och komplettera med lite storlekar utan nagot storre system. En sa-
dan 16sning kan sedan vidareutvecklas till en tabell.

Man kan dela ut miniriknare da gruppen har berdknat en ask korrekt for hand; det ar
mycket rikningar i det har problemet.

Tabellera — endimensionellt En tabell dr en mer strukturerad uppstéllning av data.
Dessa kan goras med eller utan formel; om man borjar utan kan man efter ett tag inse
att alla berdkningarna blir precis likadana och dérvid formulera berdkningsprincipen.

Oavsett om man arbetar med berdkning med eller utan formel kan man utga fran an-
tingen bredden eller h6jden pa asken. Det mest naturliga ar att starta med att ga hela
centimeter. Hojden ger foljande tabell:

hojd(cm)| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
bredd (cm) | 19 17 15 13 11 9 7 5 3 1
volym (cm®) | 361 578 675 676 605 486 343 200 81 10

och bredden foljande lite storre tabell:

bredd(em) | 1T 2 3 4 5 6 7 8 9 10
hojd (cm) |10 95 9 85 8 75 7 65 6 55
volym (cm®) | 10 38 81 136 200 270 343 416 486 550
bredd (cm) | 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
hojd (em) | 5 45 4 35 3 25 2 15 1 05
volym (cm®) | 605 648 676 686 675 640 578 486 361 200

Man behover givetvis inte ga i 1-cm-steg.

Tabellera — tvadimensionellt Ett alternativt satt att stialla upp tabellen &r med bred-
den horisontellt och hojden vertikalt (eller tviirtom). Detta ger en ganska stor tabell, dér
majoriteten av virdena tillhor askar som inte stimmer med den kartongbit som man ska
utgd ifran. (Det dr relativt troligt att man inser detta innan man fyllt i hela tabellen.)

Man kan, om man stéllt upp tabellen sa hir, ndja sig med att fylla i de positioner som
motsvarar mojliga askar (dvs. de dér b 4 2h = 21).
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Formel Om man kallar h6jden for h och bredden foér b berdknas volymen enligt formeln
V = b2h. Denna formel kan sedan skrivas om till en formel med bara en variabel. Beroen-
de pa vad man tar som oberoende variabel far man ettdera av nedanstaende uttryck:

V(h) = (21 — 2h)? - h = (441 — 84h + 4h?) - h = 441h — 84h* + 4h*
o 21—b 210 —D°
2 2

V(b)=b

I den forsta av formlerna finns risk for att kvadraten inte utvecklas med hjilp av andra
kvadreringsregeln utan att man istéllet “distribuerar in” kvadraten, och ockséa att man
missar att bade 2:an och h:et ska kvadreras. I den andra varianten kan det hinda kons-
tigheter om b? multipliceras upp pa brakstrecket. Om nagra sétter ihop en felaktig va-
riant av formeln kan man uppmana dem att testa den pa de askar som man redan har
raknat ut och kontrollmétt. Ger formeln inte rétt svar dar ar den nog inget att ha for
andra matt heller.

Analys av data

Tvérsakert uttalande — felaktigt eller korrekt Baserat pa de data man har kan man sé-
ga att den av de undersokta askarna som gav det storsta svaret dr den optimala 16sning-
en. Om man har med asken med bredden 14 cm bland sina méitdata sa ar ju detta svar
korrekt, men det #r lika lite underbyggt som det felaktiga 676 cm® som man kan utlisa
ur tabellen som &r baserad pa héjden.

Graf Om man har tillgang till grafritande hjalpmedel kan man rita upp grafen fér sam-
bandet:

v \%
700 700
650 650
600 600
550 550
500 500
450 450
400 400
350 350
300 300 |
250 250
200 200
150 150
100 100
50 50
0 T T T T T T T T T 0 T T T T T T T T T
o 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10h 0O 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20b

Det &ar uppenbart att toppen ligger ungefir vid h = 3,5 cm, b = 14 cm, men det ar
svart att ldsa av helt exakt. (Ur rent praktisk synvinkel far vil problemet anses vara 16st,
fér da man klipper kartong spelar det ingen storre roll om man ska klippa 3,5 cm fran
hornet eller 3,500001 cm. Men teoretiskt kan det vara intressant att se hur exakt svar
man kan f4.)
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Vidare undersékning Anvinder man grafritande redskap kan man zooma in pa toppen,
men det blir inda svart att se exakt var hogsta punkten ligger — grafen gar ungefar hori-
sontellt i omradet.

Berdkningsmaéssigt kan man ta omradet mellan h = 3 cm och h = 4 cm (eller motsvaran-
de omrade i variabeln b) och kontrollrikna det med millimeterupplosning, vilket fortfa-
rande kommer att peka pa att h = 3,5 cm, b = 14 cm &r optimum. Vill man vara &n mer
noga kan man vilja ett 2 mm brett omrade och kontrollrdkna pa 10-dels millimeter nér,
och sa vidare tills man trottnar eller riknarens precision inte langre ricker till. (Om man
inte &r medveten om att detta kommer att intriffa kan det vara en intressant upptéckt.)

Férdndringshastighet Hurdan blir volymen V' = 441h — 84h? + 4h3 om vi tittar pa
en punkt strax intill h = 3,5, 1at sdga h = 3,5 + k, dér k dr ett litet tal (positivt eller
negativt)?

V(3,54 k) =441(35+ k) —84(3,5+ k)* + 4(3,5 + k)3
= 1543,5 + 441k — 1029 — 558k + 84k* + 171 + 147k + 42> + 4k3
= 686 — 42k> + 4k3

Om |k| < 1 s& ér |k?| > |k®|, som blir alltmer férsumbar ju néirmre 0 k ligger. S
V(3,5 + k) ~ 686 — 42k

k? &r ju positiv oavsett om k dr positiv eller negativ (dvs. oavsett om vi ir till hoger el-
ler vinster om h = 3,5), s& virdet hir intill & mindre &n virdet i h = 3,5, som alltsa ger
maximum.

(Det &r vél inte s troligt att ndgon kommer pd denna denna 16sning, men det dr mojligt.
Och om nagon vill ha en vattentét forklaring sa &r det den hér. Understkningen kan lika
gérna goras baserad pa b, och dr i grunden ett derivataresonemang)

Derivata Om det har problemet hanteras i en gymnasieklass s har de tillgang till ett

verktyg till: derivatan. Extremvérden kan bara intréiffa i punkter dér derivatan &r noll,

dér derivatan ar odefinierad och i &ndpunkter. Hir har vi &ndpunkterna h = 0cm och

h = 10,5cm, som bada ger volymen V = 0cm?, vilket uppenbarligen inte #ir maximum.
Derivatan blir (om vi rdknar med h som variabel)

d
V'(h) = %(441h — 84h* + 4h®) = 441 — 84 - 2h + 4 - 3h? = 441 — 168h + 12h*

Detta uttryck ar definierat for alla virden pa h; aterstar att se var det ar noll:

441 — 168h + 12h2 = 0
h? —14h + 36,75 =0

10,5
h=T++/72-36,75=7T++/1225=7T+35= {35;

)

h = 10,5cm har vi redan noterat att det inte kan ge maximum, sa det maste vara

h = 3,5cm som giller (eftersom det &r uppenbart att det méaste finnas ett maximum).
Dubbelkoll kan goras antingen med forstaderivatatestet, dir man tittar pa derivatans
tecken strax till vinster och till hoger om den intressanta punkten:

h 3,5
ViR [+ 0 -
V(h) | /4 max
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eller med andraderivatatestet, dar man tittar pa andraderivatan i sjélva punkten:

d
V(h) = 2-(441 = 168h + 12h%) = 0 — 168 + 12 - 2h = 24h — 168
V"(35)=24-35—168 = —84 < 0

Negativ andraderivata i kombination med férstaderivan noll innebér maxpunkt.

Ask nummer 2

Bérja om frén borjan Man kan gora om det man gjorde péa den forra asken fran forsta
borjan, fast antagligen i hégre tempo.

Likformighet Man kan inse att mdtten egentligen inte spelar nigon roll, det ar formen
som ar det vésentliga. I det forra fallet skulle hojden vara 1/6 av kartongbitens lingd, och
det maste gilla nu ocksa. Asken ska alltsa ha hojden 18/6 = 3cm och bredden 18 — 2 -3 =
12 cm.

Ett sdtt att komma fram till detta ar att 6verga till att rdkna i lingdenheten 18/21 =
6/7cm. D& har kartongbiten sidldngden 21 enheter precis som forut, och alla berdkningar-
na kan Gvertas direkt.

19.5 Kommentarer

Det ar viktig att bade bygga, mata och rikna, s& att alla dr 100 % med pa vad det
egentligen &r som man forséker maximera. Geometriska begrepp blir l4tt nagot som “man
raknar ut med en formel”, och det ar viktigt att konkretisera dem.

Kommentarerna om optimeringsproblem generellt, som star pa sidan 89, géller &ven hér.
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