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Matematiken &r full av olika symboler. I de forsta arskurserna handlar det i forsta hand
om siffersymboler (0, 1, 2 ... 9), symboler for relationer (frdmst =, #, > och <) och
symboler for ridknesitt (+, —, * och +). Men tidigt borjar eleverna arbeta med enkla
symboler for att beteckna det man inte vet. Sddana symboler kan vara streck, tomma
rutor eller andra grafiska symboler (som exempelvisi3 + =7,3+0O="7eller3+ % =
7). Som lérare talar man om “vad som gdmmer sig bakom” en viss symbol. Mélet &r att
eleverna skall f& mojlighet att utveckla sin formaga att anvinda matematikens
symbolsprak. Speciellt vill man att eleverna skall introduceras till att senare kunna rikna
med bokstiver. Uppgifter som innehéller enkla symboler ar dérfor vanligt
forekommande i laromedlen. Men man har sett att elever inte uppfattar sddana symboler
(som t.ex. fyrkanten i 3 + [ = 7) som att de skulle ha nigot att gora med okénda tal,
utan snarare som ett sétt att skriva aritmetiska rakneuppgifter (Carpenter & Fennema,
1992).

Elevernas svarigheter att forsta symboler och bokstévers roll riskerar att leda till att de
far svart att hantera matematiska uttryck som ér formulerade med sadant sprék nér de
ska borja rikna med dem. Presentationen av detta innehall syftar darfor pa att peka pa
vad som kan vara kritiskt for att eleverna skall kunna utveckla en forstaelse for att
symboler kan anvindas for att beteckna ett obekant tal.

Larobocker innehaller uppgifter med en eller flera tomma rutor alternativt streck dér
eleverna forvintas fylla i de tal som saknas. Det kan till exempel std 8 = 0 + .
Elevernas uppgift dr dé att dela upp talet 8 i tvé delar. Eleven véljer sjilv hur talet 8 kan
delas upp. Detta betyder det att i de tva rutorna kan sta tva lika eller tva olika tal. Om
exemplet istillet hade varit med talet 9, hade det varit tva olika tal i de tomma rutorna. I
den hér presentationen forsoker vi istéllet fokusera pé att eleven skall kunna se att en
symbol representerar ett tal. [ den fortsatta texten har vi dérfor valt att anvénda
symbolen X, som i 12 = [X] + 3, fast manga andra symboler ocksé kan vara lampliga
val.

Ofta pekas aritmetik ut som en lamplig ingéng for att utveckla elevers forstaelse for
rakning med bokstdver. Hagland (2008) foreslar att elever i 4k 1-3 ska utgé frén sin
aritmetiska kunskap, sin taluppfattning och sin forstielse for rdkneoperationer. Hon
varnar dock for att halla fast for lange vid icke-matematiska tecken som tomma rutor
eller streck i matematikuppgifterna, och menar i stéllet att eleverna tidigt behover fa
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mota bokstavssymboler (som exempelvis 3 + x = 7). Symbolen [X] kan vara ett
hjdlpmedel for att introducera till bokstavssymboler for eleverna och utifran den
utveckla sin forstéelse for obekanta tal.

Det ar grundldggande att eleven kan skilja pa vad som menas med begreppen siffra”,
”tal” och “uppgift”. Det ar dock ett vanligt forekommande problem for elever att skilja
pa dessa. I en uppgift (18 + 2) ingér talen (18 och 2), vilka i sin tur representeras av
siffrorna (1, 8 och 2). Det &r speciellt viktigt att skilja p& dessa begrepp ndr man
handskas med nagot obekant tillsammans med tva- eller flersiffriga tal.

Bokstaver eller symboler kan ha olika innebdrd. I uttrycket 3 + [X] = 7 star symbolen for
ett bestdmt tal. Men om vi skulle beskriva att tre plus ett tal dr lika mycket som ett tal
plus tre (dvs. kommutativa lagen for addition), 3 + [XI = [X] + 3, s kan symbolen
representera vilket tal som helst. I bdda fallen star symbolen for ett oként tal, och
beroende pa situationen sa ir det ett bestdmt tal eller vilket tal som helst. Men oavsett
om symbolen representerar ett bestimt tal eller ett generellt tal, maste eleverna fa
mojlighet att erfara att det finns ndgot som gommer sig bakom symbolen — att symbolen
representerar ett virde.

Ett vanligt forekommande sétt att introducera bokstéver i den tidiga
algebraundervisningen &r att lata foremal eller personer representeras av en bokstav som
forkortning till att skriva ut hela namnet. Vi kan betrakta exemplet:

Du har plockat tvé péaron och din kamrat har plockat sex paron.
Hur méanga péron har ni plockat tillsammans?

Vi kan skriva:

2 pédron + 6 paron = 8 pédron

Ett annat sitt att skriva detta dr att forkorta ordet ’paron”:
2p+6p=_8p

Har &r det meningen att ’p” skall representera paron. Med ett sadant skrivsétt kan man
leda elever till att tolka bokstéver som forkortningar, som ord for objekt. Men det ar en
anviandning av bokstdver som inte dr helt utan problem och ibland direkt felaktig.
Bokstéver stér ju for tal. Men i detta exempel star inte ”p” for ett tal utan anvands
snarare som en enhet (antal piron). Annu mer konstigt kan det bli, se till exempel
foljande exempel:

Du koper ett antal pennor och suddgummin, dér p dr priset pa en penna
och s ar priset pa ett suddgummi. Vad kan da 4p + 3s betyda?
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Studier har visat att om elever ska forklara vad 4p + 3s betyder, kan svaret bli 4 pennor
och 3 suddgummin i stéllet for att forklara att det anger priset for fyra pennor och tre
suddgummin. Dessa tva exempel belyser att det &r viktigt att betona att bokstiverna star
for tal ndr de infors i den tidiga algebraundervisningen.

Uppfattningen att en bokstavssymbol &r en forkortning for ett ord bygger pé att eleven
knyter en speciell symbol till ett objekt. Man har ocksa sett att elever kan ha
uppfattningen att en bokstavssymbol har med bokstavens plats i alfabetet att gora. Man
har sett att elever kan ha forestéllningen att a = 1, b = 2, ¢ = 3 osv. I bada fallen betraktar
inte eleven bokstaven som utbytbar. Eleven tolkar alltsé inte 12 — a = 4 pa samma sétt
som 12 — b =4, fast bada uttrycken beskriver samma samband.

Olika studier pekar ocksa ut vikten av att eleven fér syn pa att om symbolen
forekommer flera gnger i en given uppgift sa representerar den samma vérde. Foljande
uppgift fanns i TIMSS 2007 (for &k 4):

64/ =[]

I denna uppstillning stir [] for ett och samma tal. Vilket tal star[ ] for?

@ 4
® 8

© 16
© 32

Uppgiften &r till for att testa elevens forstaelse for att det skall std samma tal i bdda
rutorna. Bara omkring en fjirdedel av eleverna markerade det korrekta svaret (8) pa
denna uppgift. Ungefar lika minga svarade ”32”. Mgjligen var det en f6ljd av att ménga
elever uppfattade uppgiften som 64 — 0 = . Slutligen var det ytterligare omkring en
fjardedel av eleverna som inte svarade pa fragan alls. Hér var det alltsa mindre &n
hélften, och kanske bara omkring en fjardedel av eleverna som kan téinkas ha erhéllit
forstaelse for att samma tal kan sta i bada rutorna.

Sammantaget kan vi se att elevers problem med symboler for obekanta tal kan ligga pa
flera nivaer. Eleven maste kunna forstd att symbolen har en mening, att den
representerar ett virde, ett tal. Eleven méste ocksa ha fatt syn pa de speciella kritiska
aspekter som har med bokstéver att gora.

Mojliga kritiska aspekter

1: Att siffra och tal ir olika saker
Eleven maste fi syn pa att det &r skillnad i betydelse mellan ordet siffra” och
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ordet tal”. Eleven méste kénna till att ett tal kan ha olika ménga siffror. Om vi
exempelvis ger uppgiften 1 + [XI = 13 sa maste eleven se att rutan inte motsvarar siffran
3, utan att det som efterfragas ar ett tal (12).

2: Att en symbol representerar ett tal, att det har ett viirde, men att viirdet inte har
med symbolen att gora.

Eleven maste fa syn pé att symbolen representerar ndgot kvantifierbart. En vanlig
uppfattning ar att bokstéver i matematiska uttryck &r forkortning for ett ord. Eleven
maste darfor erfara att det inte nddvandigtvis dr sant, och att symbolen doljer ett virde.
Eleven maste ocksé fa syn pa att samma samband kan beskrivas med olika symboler.

3: Att en symbol kan representera ett bestiimt tal eller flera olika tal

Eleven maste fa syn pé att symbolen kan representera ett bestimt virde eller vilket vérde
som helst, beroende pa situation. I exemplet X] + 3 = 3 + [X] sa representerar kvadraten
manga olika tal, men i uttrycket 20 = [X] + 3 representerar kvadraten bara ett bestamt tal.

4: Att om samma symbol forekommer flera ginger i ett uttryck sa representerar
det samma tal

Eleven maste uppticka att i ett och samma uttryck star en symbol for samma virde
(samma tal). I exemplet X] + 4 = 3-[X] maste eleven se att bada rutorna gémmer samma
tal (i detta fallet 2), eller 64/[X] = [X], dir bada rutorna star fér samma tal (8).

Variationsmonster

Har ger vi exempel pa mojliga variationsmonster for nagra av de kritiska aspekterna.

For att eleven ska fa syn pé de kritiska aspekterna att en symbol representerar ett tal och
att det ibland kan representera flera olika tal kan vi anvdnda exemplet med kommutativa
lagen (den kan lampligen forst visas laborativt med t.ex. olikfargade klossar):

1+9=9+1
Med dessa exempel vill vi visa att vi kan ersétta talen med en symbol. Som till exempel
1+ XI=X+1

Har betyder alltsé symbolen [X] olika tal. For varje ny rad betyder emellertid symbolen
samma tal. Vi kan sedan gé vidare och visa att symbolen inte betyder olika siffror (for i
exemplen ovan kan symbolen riskera att tolkas som en siffra), utan betyder olika tal.
Sedan kan vi exempelvis fortsétta med foljande exempel:

1+10=10+1

Aterigen kan vi ersitta de olika talen med 1 + XI = X + 1. Genom att hilla sambandet
konstant och stilla dessa tal (med en, tvé eller tre siffror) i kontrast till siffrorna ovan
vill vi gora synligt for eleverna att symbolen [X] inte representerar olika siffror, den
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representerar olika virden eller olika tal (med hur manga siffror som helst). Speciellt vill
vi visa att [X] kan vara olika tal.

Vi kan nu kontrastera 1 + [XI = [X] + 1 med uttrycket 1 + X1 =2 + 1.

I det forsta exemplet star symbolen for vilka tal som helst. Men i det hogra exemplet
finns det bara ett tal som skulle kunna gémma sig bakom symbolen. For att ytterligare
fortydliga att olika uttryck har olika okénda tal, vill vi visa en generalisering genom
foljande exempel:

Luttrycket 1+ [XI=3 d&rdet okénda talet 2.
Tuttrycket 1+ XI=4 &rdet okdnda talet 3.
Iuttrycket 1+ XI=31 &rdet okénda talet 30"
[uttrycket 1+ XI =123 &r det okénda talet 7122

Hittills har vi anvént exempel med uttryck dir symbolen forekommer en gang for att
visa att symbolen kan representera ett tal, och uttryck med tvé symboler tva ganger for
att visa att symbolerna kan representera vilka tal som helst. Men antalet ganger
symbolen férekommer har inte att gora med hur manga tal som symbolen representerar.
For att visa att de inte har med varandra att gora kan vi diskutera foljande exempel:

Vi kan visa exemplet 4 + [X] = 3 - [X], ddr symbolen doljer ett tal (fast fyrkanten
forekommer tvé génger), och stélla det i kontrast till exemplet 1 + X] = X + 1 dér
symbolen star for alla mdjliga tal (och dér fyrkanten ocksé forekommer tva ganger). Vi
kan ocksa visa exemplet 1 + [X] > 3, dir symbolen kan betyda hur manga olika tal som
helst (fast fyrkanten bara férekommer en géng), i kontrast till 1 + [XI = 3 dér symbolen
star for ett bestamt tal.
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