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Matematik — Grundskola &k 7-9
Modul: Dynamiska matematikprogram i undervisningen
Del 1: GeoGebra — ett dynamiskt matematikprogram

GeoGebra — ett dynamiskt matematikprogram

Maria Fahlgren och Mats Brunstrom, Karlstads universitet

Som ett led i en 6kad digitalisering i samhéllet har &ven behovet av digital kompetens
inom utbildning betonats allt mer. Inte minst ser vi detta i de revideringar av kursplaner
och d@mnesplaner som genomforts de senaste dren. I matematik ska digitala verktyg inte
enbart anvéandas for att utfora berdkningar som annars gors for hand, utan dven anvéndas
for att stotta elevers larande (Skolverket, 2022). I Skolforskningsinstitutets
forskningsoversikt Digitala ldrresurser i Matematikundervisningen (Wallin et al., 2017)
framgér att arbete med digitala verktyg kan vara gynnsamt for elevers larande. De
skriver bland annat att:

Det tycks vara gynnsamt om digitala larresurser skapar mojligheter for elever att
uppleva och urskilja matematiska begrepp och processer visuellt och dynamiskt.
Det verkar vidare vara bra om de digitala larresurserna ar konstruerade pa ett sétt
som uppmuntrar till dialog mellan elever och med lérare. (Wallin et al., 2017, s.55)

Skolforskningsinstitutet lyfter alltsd fram mdjligheten att dynamiskt visualisera
matematiska begrepp och samband som vissa digitala verktyg erbjuder. I den hir
modulen ligger fokus pé en speciell typ av digitalt verktyg som erbjuder just detta, sa
kallade dynamiska matematikprogram. Vi kommer att anvinda oss av GeoGebra som
ett exempel pa denna typ av digitalt verktyg. GeoGebra &r en matematisk miljo speciellt
utvecklad for undervisning pé alla nivéer, allt fran grundskolans tidigare ar till
universitetsnivd. GeoGebra kan anvidndas bade som ett kraftfullt berdkningsverktyg och
som ett pedagogiskt verktyg for att stotta elevers ldrande i matematik. Styrkan hos
programmet ligger framst i att det gér matematiken dynamisk och interaktiv, dér elever
ges mojlighet att undersdka och uppticka manga matematiska begrepp och samband.
Detta ger i sin tur nya mojligheter att locka eleverna till matematiska resonemang, inte
minst nér det géller att formulera och undersoka egna hypoteser. Pa detta sitt fungerar
GeoGebra som ett matematiskt laboratorium.

Nagra egenskaper hos denna typ av program har identifierats som extra vérdefulla.
Dynamiska matematikprogram gor det mojligt att gora konstruktioner som sedan kan
manipuleras dynamiskt pa olika sétt. Exempelvis kan en geometrisk figur med specifika
egenskaper konstrueras sa att egenskaperna bevaras da figuren manipuleras, till exempel
da nagot av figurens horn flyttas. P4 sa vis kan ytterligare egenskaper hos den
konstruerade figuren undersokas.
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I figur 1 visas ett exempel dar grundkonstruktionen bestar av en godtycklig fyrhorning
ABCD, dir mittpunkterna pé fyrhorningens sidor (£, F, G och H) tagits fram och bundits
samman sd att en ny fyrhorning har bildats. Nar denna konstruktion &r gjord ar det
mdjligt att dra i ndgot av hdrnen 4, B, C eller D utan att sjdlva konstruktionen forstors.
Detta gor det mojligt att studera vilka egenskaper hos fyrhérningen EFGH som bevaras
och vilka egenskaper som varierar nér fyrhorningen ABCD forandras. Pé sé vis kan
eleverna ges mdjlighet att sjdlva uppticka intressanta samband. I figur 1 aterges tre olika
bilder fran en sddan undersokning, dir vi kan se att fyrhorningen EFGH hela tiden
verkar vara en parallellogram. En elev som stéller en sddan hypotes har mojlighet att
Overtyga sig om att den stimmer genom att dra i olika horn och dédrmed skapa ytterligare
exempel. Det dr dven mdjligt att anvinda GeoGebras métverktyg for lutning {or att
Overtyga sig om att sidorna &r parvis parallella.

Figur 1.

Konstruktionen av fyrhérningen EFGH bibehélls nér fyrhdrningen ABCD fordndras
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Forhoppningsvis dr eleven nu dven nyfiken pa varfor hypotesen stimmer. Det har visat
sig att digitala verktyg ibland kan stotta elever nér det géller att forklara eller bevisa
varfor olika samband géller. Enkelheten att ldgga in extra konstruktioner, till exempel
hjélplinjer, for att testa olika idéer till forklaringar eller bevis har visat sig vardefull. |
figur 2, har en stracka mellan punkterna 4 och C lagts in. Med hjilp av likformighet kan
vi se att strickan 4C &r parallell med béde sidan EF och sidan HG, vilket medfor att
dessa béda sidor méste vara parallella. P4 motsvarande sétt inses att sidorna £H och FG
ar parallella.
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Figur 2.

I fyrhorningen har strackan AC lagts till

En annan hypotes som eleverna sjélva kan tinkas komma pa r att arean av
parallellogrammen &r hilften s stor som arean av den ursprungliga fyrhérningen.
Eftersom det dven gér att méta areor i GeoGebra blir det enkelt att forsdkra sig om att
dven denna hypotes verkar stimma genom att undersdka manga exempel.

Mojligheten att ”dra fria objekt” (till exempel punkter) i en konstruktion r alltsi en av
de egenskaper hos dynamiska matematikprogram som lyfts fram som extra vérdefull
(Arzarello et al., 2002). De forsta dynamiska matematikprogrammen, som utvecklades
under 1980- och 1990-talet, var egentligen dynamiska geometriprogram. De mest kénda
ar Cabri Geometry och The Geometer's Sketchpad. Ungefar samtidigt som de forsta
dynamiska geometriprogrammen utvecklades introducerades ett antal kraftfulla
symbolhanterande program (Computer Algebra Systems, CAS), till exempel Maple och
Mathematica. En viktig historisk skillnad mellan dessa bada programtyper ar att
dynamiska geometriprogram utvecklades for att bli anviandbara i undervisning medan
CAS-programmen framst utvecklades for att kunna anvéndas vid avancerade
matematiska berdkningar (Ruthven et al., 2008). Pa senare tid har en del traditionella
dynamiska geometriprogram kompletterats med CAS samtidigt som en del traditionella
CAS-program har kompletterats med dynamisk geometri. Dessutom har nya program
utvecklats med bada dessa funktioner. Ett sddant dynamiskt matematikprogram ar just
GeoGebra. Numera kan dynamiska matematikprogram anvéndas for att visualisera och
uppticka matematiska samband inom manga olika omraden.

Ett omrade dir dynamiska matematikprogram &r extra gynnsamma for elevers
kunskapsutveckling &r funktioner, ndgot som lyfts fram i Digitala ldrresurser i
matematikundervisningen (Wallin et al., 2017). Det ar fraimst mojligheten att dynamiskt
koppla en funktions olika representationsformer som dr viktig i detta sammanhang
(Zbiek et al., 2007). Exempelvis finns stora mojligheter att undersdka sambandet mellan
en funktions algebraiska och grafiska representation, vilket dr centralt inom
funktionslaran. Ett verktyg som visat sig erbjuda unika méjligheter i detta sammanhang
ar det som kallas for “’glidare”. Glidaren gor det mgjligt att exempelvis variera virdet pa
en parameter genom att dra i en punkt (placerad pé en tallinje) som representerar vérdet
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pa parametern. Med hjdlp av detta verktyg och den dynamiska kopplingen mellan
algebraiska och grafiska representationer dr det mojligt att undersoka hur olika virden
pa en parameter i ett algebraiskt funktionsuttryck paverkar motsvarande grafs form och
placering i ett koordinatsystem. Pa det hér séttet blir det mojligt att undersdka
egenskaper hos *familjer av funktioner’, sdsom linjdra funktioner, andragradsfunktioner,
exponentialfunktioner och trigonometriska funktioner. Om vi till exempel vill undersoka
hur parametrarna k£ och m paverkar grafen till den linjéra funktionen f(x) = kx + m,
anvénds tva glidare, en for £ och en for m (se figur 3).

Figur 3.

Grafen till funktionen f(x) = kx + m for nagra olika vdrden pa parametern & (d& parametern m
halls konstant)
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Om vi inte vill att den ”gamla” grafen ska forsvinna nir vardet pa en glidare dndras
finns mojligheten att ”sitta spar” pa funktionsgrafen (se figur 4). Att sétta spar pa ett
rorligt objekt &r alltsé ytterligare en véardefull mdjlighet som GeoGebra erbjuder.

Figur 4.

Genom att sétta spar pa funktionsgrafen blir flera grafer synliga samtidigt

Vi har nu fokuserat pa nagra mojligheter som ett dynamiskt matematikprogram erbjuder.
Naturligtvis kan vi inte forvénta oss att anvindandet av programmet automatiskt leder
till 6kat ldrande. Det finns manga olika faktorer som spelar in. I kommande delar av
modulen diskuteras bland annat utformning av elevinstruktioner och
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uppgiftsformuleringar, men vi ska komma in pa uppgiftsformuleringar redan hér i
samband med att vi diskuterar ett exempel inom statistikomradet.

I GeoGebra ér det enkelt att 4 fram olika lages- och spridningsmatt samt att konstruera
olika typer av diagram. Vi illustrerar med ett exempel.

I ett hyreshus bor 12 personer med foljande aldrar: 9, 12, 17, 29, 37, 37, 37, 42, 47,
50, 58 och 61 ar. Bestdm medelvirde, median och kvartilavstind for de boendes
alder och rita motsvarande ladagram.

I den vénstra delen av figur 5 har dldrarna matats in 1 GeoGebras kalkylblad. Genom att
markera cellerna och vilja envariabelanalys kan sedan olika statistiska métt och olika
typer av diagram fas. I figur 5 framgar att GeoGebra har berdknat samtliga lages- och
spridningsmatt som efterfragas i uppgiften samt ritat ett ladagram.

Figur 5.

GeoGebra kan anvindas for att berékna olika statistiska matt och rita diagram

- Jed

Det som krévs for att f4 fram allt som efterfragas i uppgiften ér i princip att lagga in rétt
vérden i kalkylbladet och att veta vilka knapptryckningar som krivs for att GeoGebra
ska visa svaren. I det hér fallet fungerar alltsd GeoGebra som ett kraftfullt
berdkningsverktyg. | mdnga sammanhang gor tillgangen till digitala verktyg att de
numeriska virden som anvénds inte behover vara tillrédttalagda for att ge “enkla”
berdkningar. Nar det géller uppgifter inom statistik kan uppgifter goras mer realistiska
genom att mdngden data inte behover begrénsas pa samma sitt.

Nar vi som ldrare ska avgdra om en uppgift ska l6sas for hand eller med hjélp av
GeoGebra finns det all anledning att fundera pé vilka mojligheter och risker en eventuell
Overgang till att anvinda GeoGebra innebér. Vilka kunskaper fér eleverna inte langre
Ova pa om de nu ska l6sa uppgiften med hjalp av GeoGebra? I exemplet ovan &r det
tydligt att uppgiften gar att 16sa med hjilp av GeoGebra utan att forstd nagot av de
begrepp som ingér i uppgiften. Vad kan det da finnas for fordelar med att anvénda
GeoGebra inom detta omrade, forutom att eleverna lir sig att anvénda digitala verktyg?

En tédnkbar férdel med att anvinda GeoGebra, forutom att de numeriska virdena kan
véljas mer fritt, dr att mer tid kan &gnas at andra saker &n berdakningsarbete. Exempelvis

GeoGebra — ett dynamiskt matematikprogram November 2022.
https://larportalen.skolverket.se 5(9)



Skolverket

kan mer tid dgnas &t att diskutera fordelar och nackdelar med de olika l4dges- och
spridningsmatten och med olika typer av diagram. Det 4r dven enkelt att undersoka hur
dndringar av vérdena i kalkylbladet paverkar bade ladagrammet och de statistiska
maétten, tack vare den dynamiska kopplingen som programmet erbjuder. For att
GeoGebra ska utnyttjas pa ett bra sitt behdver oftast nya typer av fragor stdllas. Nedan
ges forslag pé ndgra fragor, kopplade till exemplet ovan, som skulle kunna stéllas till
eleverna efter de har 16st uppgiften med hjilp av GeoGebra. For samtliga fragor ér
tanken att eleverna forst ska diskutera sig fram till ett svar, gérna i par eller sma grupper,
och sedan anvdnda GeoGebra for att testa och eventuellt revidera svaret.

*  Hur kommer l1&4dagrammet att &ndras om personen som ar 61 ar flyttar ut och en
person som é&r 30 ar flyttar in?

*  Ge forslag pa hur en av aldrarna kan &ndras utan att ladagrammet paverkas.

*  Vilken ér den storsta fordndringen som gar att gora av en av aldrarna utan att
ladagrammet péverkas?

*  Ge forslag pa hur tva aldrar kan dndras sa att kvartilavstandet 6kar samtidigt som
medelvardet inte dndras.

*  Ni far dndra vilka aldrar ni vill men ladagrammet fér inte &dndras. Vilket &r det
lagsta medelvérdet ni kan fa? Vilket &r det hogsta?

Den hir typen av uppgifter, dir eleverna forst far ge ett forslag och dérefter anvianda
GeoGebra for att undersdka hur vl deras forslag stimmer, kan anvéndas inom ménga
olika omraden. En fordel ar att det inte gar att komma fram till ett genomtankt forslag
utan att sétta sig in i problemet. I det aktuella exemplet innebér det att eleverna behover
forstd hur ett ladagram konstrueras samt hur medelvirde, median, undre kvartil och dvre
kvartil berdknas.

Innan vi lamnar statistikexemplet ar det viktigt att podngtera att det ofta kan vara
givande att 16sa uppgifter bade for hand och med GeoGebra. De 16sningsstrategier som
GeoGebra erbjuder kan fungera som ett komplement till tidigare strategier och
dédrigenom ge okad forstéelse.

Ett program som GeoGebra kan anvéndas pa manga olika sétt i
matematikundervisningen. Det kan anvéndas som ett lararverktyg for att exempelvis
underlatta demonstrationer och diskussioner i helklass, eller som ett elevverktyg.
Lararen kan vélja pa att lata eleverna undersoka fardiga GeoGebra-applikationer eller att
lata dem sjilva gora de konstruktioner som behovs. Nér elever gor egna konstruktioner,
utifrdn mer eller mindre detaljerade instruktioner, kan deras forstaelse for de begrepp
som behandlas 6ka samtidigt som de far en 6kad fardighet med programmet. Nya
arbetsformer kan vixa fram dér elever far ta ett storre ansvar for sitt eget ldrande och dér
samarbete mellan elever stimuleras, vilket kan 6ka motivationen och intresset for
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matematik (Skolverket, 2022). Nér eleverna blir fortrogna med programmet kan det bli
naturligt for dem att anvénda det mer spontant nér de sjdlva ser ett behov av det.
GeoGebra pa mobilen kan dessutom bli den naturliga rdknaren som é&r likadan oavsett
mobilmodell.

Att bekanta sig med ett nytt digitalt verktyg

Léraren spelar en central roll vid implementeringen av digitala verktyg i
matematikundervisningen. Det dr forstds ménga faktorer som paverkar om, hur och i
vilken utstridckning larare anvéander digitala verktyg i sitt klassrum (Drijvers, 2015). Det
ar viktigt att vara medveten om att det &r en process att integrera ny teknik i
undervisningen och att den behover ske stegvis. Det handlar inledningsvis om att ldraren
sjalv behover bekanta sig med det digitala verktyget. Nér det géller GeoGebra sa ska
detta inte tolkas som att man sjélv behover ldra sig hela programmet. Liksom program
som Word och Excel, kan GeoGebra ses som ett ’bottenlost” program, som det ar
omdjligt att ldra sig till fullo Aven om man har langt tid pa sig. Aven om GeoGebra ir ett
kraftfullt och komplext verktyg si har utvecklarna av programmet strévat efter att gora
det anvéndarvénligt, vilket gor det enkelt att borja anvénda programmet i liten skala. [
likhet med Word och Excel, s& finns det manga som anvinder programmet men bara
utnyttjar en brékdel av de mojligheter som programmet erbjuder.

Precis som vilket verktyg som helst, s& behdvs ndgot mer &n sjélva verktyget for att det
skall fylla en funktion for anvdndaren. Till exempel, behdvs mer &n en hammare {or att
sld 1 en spik, det krdvs dven kunskap om hur verktyget anvinds i detta syfte. I jimforelse
med hammare, finns det naturligtvis verktyg som tar betydligt ldngre tid att ldra sig
anvianda. Exempelvis tar det 14ng tid att ldra sig spela avancerade stycken pé ett piano.
Franska forskare (Verillon & Rabardel, 1995) kallar denna komplicerade process, dér
det som fran borjan &r ett verktyg utan direkt anvéndbarhet for en individ utvecklas till
ett for individen anvéndbart instrument, for *instrumentell genes’ (Inom forskning
anvinds oftast ordet ’artefakt’ istéllet for *verktyg’. Vi véljer dock i denna text att
anvinda *verktyg’). Enligt denna teori, som bland annat anvinds 1 matematikdidaktisk
forskning, 6vergér ett verktyg till att bli ett instrument (i en viss situation) nir
anvéndaren utvecklar speciella tekniker och mentala scheman for att kunna utnyttja
verktyget for ett visst indamal (Guin & Trouche, 1998). Om vi betraktar GeoGebra som
ett verktyg enligt denna teori, sé inser vi att manga olika tekniker och mentala scheman
behover utvecklas, vilket maste fa ta tid. Men precis som vid pianospelandet ar det
viktigt att komma igang i liten skala.

Thomas och Palmer (2014) illustrerar hur ett och samma verktyg kan anvindas i olika
syften genom att jamfora tva helt olika sétt att anvinda en bil. Det ar skillnad pé att
anvénda en bil for att hdimta barn pé forskolan och att kora rally med den. For att kunna
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anvéanda en bil for dessa bada dndamal krévs helt olika tekniker och mentala scheman,
det vill sdga det handlar om olika typer av ’instrumentell genes’. Med andra ord handlar
det om samma verktyg men tva helt olika instrument. P4 samma sétt menar Thomas och
Palmer att ett och samma digitala verktyg kan utvecklas till olika instrument. For lérare
blir det viktigt att kunna anvinda GeoGebra bade som ett matematiskt instrument och
som ett didaktiskt instrument, vilket krvidver olika tekniker och mentala scheman.
Forskare menar att larare darfor behover utveckla en ”dubbel instrumentell genes”
(Haspekian, 2011).
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