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Matematik — Grundskola &k 1-3
Modul: Algebra
Del 6: Sociomatematiska normer

Likheter och olikheter

Robert Gunnarsson och Annica Otterborg, Hogskolan i Jonkdping

Matematiken anvénder sig av ett stort antal speciella symboler, var och en med specifik
innebdrd i olika sammanhang. En viktig del av matematiken handlar om att jamfora tal,
och sadana jamforelser kallas relationer. Forstaelse for relationer och innebdrden av
relationernas symboler, ar i sin tur viktig for att kunna utveckla formagan att anvanda
och analysera matematiska begrepp, men ocksa for att utveckla formagan att samtala om
och argumentera for berakningar och slutsatser. | denna text behandlas de vanligaste
symbolerna dér relationerna ar likheter och olikheter. Symbolerna ar =, #, >, <.

Symbolen = betyder ”ir lika med” och anvéands i uttryck som exempelvis

for att beteckna att ett tal har samma vérde som ett annat tal, eller att nagot ar lika
mycket som, eller samma antal som, nagot annat.

Symbolen # betyder ”ar inte lika med” och anvéands till exempel i uttryck som

ﬁ -+ m 15#14 och 4 kakor # 2 kakor

Symbolen anvénds for att beteckna att tva tal inte har samma varde, eller att nagot inte
ar lika mycket som, eller har samma antal som, nagot annat.

Symbolen > betyder ”ir storre &n” alternativt ir fler &n” och anvands nar vi vill
visa att ett tal ar storre an ett annat tal eller att ett antal ar fler an ett annat antal.
Symbolen kan anvandas exempelvis sa har:

O000-00 -: o« s

Symbolen < betyder ”idr mindre &n” alternativt *ir fiarre dn” och anvands nar vi vill
visa att ett tal &r mindre an ett annat eller att ett antal ar farre an ett annat antal.
Symbolen anvéands exempelvis som hér:

m < m <143 eller 1 vecka < 2 veckor .

Vi talar framforallt om tva olika sorters relationer: likheter och olikheter. I en likhet
anvands likhetstecknet, symbolen =, for att indikera att tva enheter av en storhet ar lika
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stora eller att tva grupper har samma antal av ndgonting. Motsatsen till en likhet
betecknas med ett icke-likamedtecken, # Denna symbol kan anvéandas till exempel nér
de tva grupperna inte har samma antal. Nar man vill papeka att ett antal ar fler &n ett
annat antal anvander vi istallet olikhetstecknet >. Om vi istéllet vet att, och vill papeka
att ett antal ar farre &n ett annat antal sa anvander vi olikhetstecknet <.

Olikhetstecknen benamns efter hur man laser dem i vanlig text, fran vanster till hoger.
Alltsé kallas < for ”mindre dn” (som t.ex. i 35 < 53, som ldses 35 &r mindre 4n 53”°) och
> kallas for ”storre an” (sa utldses t.ex. 321 > 123 som 7321 dr storre dn 123”). Det &r
ganska vanligt att elever blandar ihop olikhetstecknen, och inte vet om att symbolen >
heter storre dn” eller att < heter "mindre &n”. Det viktiga dr inte alltid att det heter just
’storre dn” eller “mindre &n”. Det viktiga &r relationen de beskriver. Né&r vi vill byta
uttrycksform fran symboler till en mer retorisk form sa maste vi kunna skilja pa de bada
olikhetstecknen ocksa utifran vad de heter. Vi tar ett exempel: Om vi har tva grupper
med fem personer i den ena gruppen (A-gruppen) och tre personer i den andra gruppen
(B-gruppen), sa ar det fler i A-gruppen &n i B-gruppen, men da maste det ocksa logiskt

vara farre i B-gruppen &n i A-gruppen).

Beroende pa hur vi skriver relationen 5 > 3 eller
3 < 5 s& anvander vi olika olikhetstecken, men OO0 >»OOO
det beskriver samma relation, se figur till hoger.
Om vi daremot vill l4sa det vi skrivit s& maste vi eller
kunna skilja pa “’storre dn” eller "mindre &n”.

Olikheten 5 > 3 kan ldsas ut som fem &r storre @@@ < @@@@@

an tre”, men kan inte ldsas som “fem 4dr mindre

Olikheten 5 > 3 kan illustreras

4n tre”. Har 4r det viktigt att kunna skilja pa vad
symbolerna kallas och inte bara vilken relation de representerar.

Ett vanligt forekommande problem for elever &r att skilja pa olikhetstecknen nar de inte
star tillsammans med tva tal utan bara tillsammans med ett tal. Flera elever har svart att
séga om till exempelvis < 25” star for ”mer dn 25” eller ”mindre &n 25”. Man har ocksa
sett att liknande problem uppkommer nér elever skriver kedjor av olikheter. Man kan
misstanka att sddana problem med att anvanda ratt olikhetstecken som i uppgiften
nedan, ett tal storre & 5 och mindre &n 10, grundar sig i elevers problem med att se vad
de olika olikhetstecknen innebér.

Ett tal ar storre &n 5 och mindre an 10. Hur kan du skriva det?

a) 5<0>10 c) 5>0 >10
b) 5> 0 <10 d 5<0<10
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Hér &r alternativ b) 5 > [0 < 10 ett lockande alternativ (med ett storre &n vid 5:an och ett
mindre an-tecken vid 10:an). Men det &r en felaktig kedja av olikheter, har star ju
faktiskt att 10 &r storre &n nagot som ar mindre &n 5.

Baserat pa matematikdidaktisk forskning om hur elever uppfattar och anvander
symboler for likheter och olikheter kan vi darmed stélla upp ett antal tdnkbara kritiska
aspekter. Dessa aspekter ar sadana som man kan anse att eleven maste fa syn pa for att
lara sig forsta och kunna anvanda symbolerna for likheter och olikheter.

Den logiska bakgrunden till symbolerna och undervisning om
olikheter

Det finns en logisk bakgrund till de olika tecknen for relationer. Vi har hittills behandlat
fyra olika symboler (=, £, >, <). Men i grunden &r det bara tre; lika med (=), storre &n
(>) och mindre &n (<). Det fjarde tecknet, ”inte lika med” (#), & motsatsen till
likhetstecknet. De andra tva tecknen ar dock inte varandras motsatser. En vanlig
missuppfattning ar till exempel att ”’stérre dn” 4r motsatsen till “mindre 4n”. Men om en
mamma sager till sitt barn att ”du far inte ta fler 4n tva kex”, da tar barnet formodligen
inte farre &n tva kex. Det mest troliga &r att barnet kommer ta precis tva. Inte fler &n”
betyder alltsé inte ”farre 4n”. Med andra ord dr motsatsen till ”fler 4n” inte féarre an”.
Mammans ord “Inte fler #n tva” kan, som i det har exemplet, vara farre dn tva, men det
kan ocksa visa sig vara lika med tva kex. Motsatsen till “fler #n” ir alltsé farre &n eller

lika med.

Beteckningen, att stryka dver likhetstecknet for att symbolisera “inte lika med”, ar ett
satt att skriva som dven aterkommer i andra sammanhang inom matematiken. Till
exempel betecknas motsatsen till ”storre dn”, det vill sdga "inte storre 4n”, med ett
overstruket storre-an-tecken (#) och pa samma sétt skrivs ”inte mindre 4n” med
Overstruket mindre-an-tecken ( ). I praktiken anvénds dock inte dessa “icke-
olikhetstecknen”. Istéllet anvands ofta storre dn eller lika med” ( >) som motsats till
”mindre d4n”. Om barnet, enligt det tidigare exemplet, inte far ta fler 4n tva kex sa
innebdr det att barnet far hogst tva kex. En sadan relation brukar beskrivas med “mindre
an eller lika med” ( <). I exemplet med barnet som far kex skulle vi kunna skriva med
symboler: antal kex som barnet far ta <2.

En diskussion kring den logiska bakgrunden till symbolerna &r viktig for att eleverna
skall kunna utveckla sin formaga till att féra och folja matematiska resonemang och
kunna dra slutsatser.
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Undervisning om berakningar som innehaller likheter

For att gynna en progression dar eleverna fran ak 1-3, genom ak 4-6 och till ak 7-9 ska
kunna utveckla sin forstaelse for berakningar behover de utveckla en djup forstaelse for
relationssymbolerna. Har pekar forskningen ut forstaelsen for likhetstecknets innebord
som en viktig aspekt. Manga elever har inledningsvis en uppfattning av likhetstecknet
som en uppmaning att utféra en berdkning. En sadan uppfattning kan leda till att elever
berdknar 3 + 4 + 5 genom att skriva3+4 =7 + 5 =12 (vilket &r ett missbruk av
likhetstecknet, da det &r battre att skriva 3 + 4 + 5 =7 + 5 = 12). Man kan beskriva det
som att eleven behover erfara likhetstecknet som en symbol for en relation mellan tva
tal.

Det &r en sadan erfarenhet av likhetstecknet som man vill formedla genom att
konfrontera eleverna med uppgifter dar hogerledet bestar av tva termer varav den ena ar
okand, som till exempel uppgiften 13 = o — 4. Matematikdidaktisk forskning menar att
det &r ett tecken pa en outvecklad forstaelse for likhetstecknets innebdrd i de fall en elev
svarar att rutan star for talet 9. | det nationella provet i ak 3 varen 2011 gavs just denna
uppgift. Da svarade endast 59% av eleverna ratt, och det vanligaste felsvaret var just 9,
som ca 18% svarade. Man kan darfor befara att manga elever kommer att fa problem
med berakningar, och speciellt ekvationer (i ak 4-6 och senare), om de inte forstar att
det som star pa ena sidan om likhetstecknet ar lika mycket som det som star pa andra
sidan.

Tankbara kritiska aspekter

1: Se att relationen jamfor kvantiteter.

Eleverna maste fa syn pa att symbolerna (=, £, >, <) jaimfor nagot som ar kvantifierbart.
Att de inte jamfor andra egenskaper sa som exempelvis farg, eller att det &r otydligt om
vi anvander dem for att beskriva personer, som ”Edvin > Ebba”(det ar otydligt vilken
egenskap vi egentligen jamfor, om det ar langd, alder, eller antalet bokstaver i namnet).

2: Forsta varfor tecknen har olika utseende och hur det hanger ihop med

vad de kallas.

Eleverna maste forsta varfor symbolerna (=, #, >, <) skiljer sig utseendemassigt,
exempelvis se att de bada olikhetstecknen (> och <) ar vanda at var sitt hall for att de
beskriver relationen mellan talen pa bada sidor om dem. (I syfte att lara sig just de har
tecknen anvands ju ibland symboliken med nagot, till exempel en krokodil, som gapar
at det storsta och vander ryggen at det minsta.). Eleverna maste ocksa fa syn pa nar det
ar viktigt att kunna skilja pa ”stérre &n” och “mindre &n”.

3: Se att symbolerna > och < betyder olika saker och vad tecknen innebér.
Eleverna maste fa syn pa att man inte kan anvanda vilket olikhetstecken som helst.
Tecknen har en bestdmd betydelse. De maste fa syn pa nar de kan anvanda eller inte
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anvanda respektive symbol, till exempel kan 5 > 4 inte skrivas med det andra tecknet,
det vill séga 5 < 4 4r inte korrekt. Eleverna maste ocksa fa mojlighet att erfara
olikhetstecken med bara ett led, som till exempel hur < 25” skulle kunna tolkas.

4: Se att det finns en motsats till = som kan skrivas #, och nir den kan anvandas.
Eleverna maste fa syn pa den logiska bakgrunden till symbolerna. De maste fa syn pa
nar de kan anvénda eller inte anvanda respektive symbol, till exempel 5 > 4, men ocksa
5 # 4. 0Om vi har nio hela applen fordelade i tva plastkassar sa vet vi inte sakert att det
ar fler i den ena kassen an i den andra (det kan ju vara tvartom). Det enda man sakert
vet dr att det inte & samma antal i bada kassarna.

Att anvanda variationsteorin for att lata eleven fa syn pa den kritiska
aspekten

Enligt variationsteorins perspektiv kan olika slag av variation i de exempel man visar, ge
mojlighet for eleven att fa syn pa den kritiska aspekten. Har ger vi exempel pa majliga
variationsmonster for nagra av de kritiska aspekterna.

For att eleven ska fa mojlighet att forsta att relationen jamfor kvantiteter kan vi lyfta
fram exempel som titeln pa ett kiant barnprogram ’Fem myror &r fler &n fyra elefanter”.
Vi kan stalla fragan om man kan beskriva denna titel med uttrycket 5 myror > 4
elefanter. Genom att utga fran ett och samma uttryck (halla uttrycket konstant) kan vi
visa en variation i hur uttrycket kan tolkas.

* Vi skulle kunna tolka 5 myror > 4 elefanter som “’fem myror ar fler &n fyra
elefanter”, och da stimmer det ju.

* Vi skulle kunna tolka 5 myror > 4 elefanter som “fem myror vager mer an fyra
elefanter”, och da stimmer det ju inte.

* Vi skulle kunna tolka 5 myror > 4 elefanter som “fem myror ar dldre dn fyra
elefanter”, och da har vi ingen aning om det stimmer.

Pa detta vis vill vi lyfta fram att det 6ppnar for olika tolkningar om vi anvander olika
enheter pa vardera sidan av relationen. Vi har svart att jamfora myror med elefanter utan
att precisera vilken egenskap (antal, vikt, alder) hos grupperna myror och elefanter vi
jamfor.

Vi kan l&gga till ytterligare ett exempel: ”det &r mindre barn i simhallen idag &n igar”.
Vi skulle ha svart att beskriva dven detta med matematiskt symbolsprak. Uttrycket ’barn
i simhallen idag < barn i simhallen igar” saknar bestimd mening. Det &r oklart om
barnen som var dar igar var langre eller aldre &n de barn som ar dar idag. | dessa fall,
myror och elefanter respektive barn i simhall, &r det matematiska symbolspraket
olampligt for att beskriva relationen.
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Vi kan som kontrast till dessa tva exempel diskutera vad 5 bollar > 3 bollar kan
innebara. Sa lange vi behandlar likvardiga bollar sa spelar det ingen roll om vi tolkar det
som fler eller tyngre. Men vi kan fa problem med betydelsen om vi menar 5 tennisbollar
> 3 basketbollar. Daremot kan vi alltid saga att 5 > 3 om talen 5 respektive 3 och pa
samma satt stammer det alltid att antalet 5 stycken &r fler &n 3 stycken.

For att hjalpa eleverna att fa syn pa den kritiska aspekten att de olika tecknen betyder
olika saker, kan vi ge exemplet med sju tandstickor som fordelas i tva tandsticksaskar.
Lat en rektangel representera antalet tandstickor i en ask, och lat siffran beteckna att vi
vet hur manga tandstickor det finns i just den asken. Da kan vi be eleven att satta ratt
symbol mellan askarna.

s 2
> B B
- B B
> B B

| det forsta exemplet har vi alltsa fem tandstickor i den ena asken och tva i den andra.
Det ar alltsa fler i den vanstra asken. | nastkommande tva exempel maste eleven sjalv
fundera 6ver hur manga det kan finnas i den andra asken. | det sista exemplet (d) sa vet
vi ju egentligen bara att det ar olika antal i de bada askarna. Den enda symbol som i sa
fall kan anvandas &r icke-likamedtecknet. Vi bor stilla fragan om vilka symboler som
kan anvéndas for att visa relationen mellan antalet i de bada askarna.

Med dessa exempel vill vi lyfta fram att olika symboler har olika betydelse och att vi
inte kan anvinda bade “fler 4n” och “farre 4n” samtidigt. Daremot kan vi anvénda “’icke-
likamed” samtidigt som nagot av olikhetstecknen. Ur ett variationsteoretiskt perspektiv
ar denna typ av variation ett exempel pa fusion, dar flera kritiska aspekter lyfts fram
samtidigt for att lyfta fram det som ar sjélva larandeobjektet.
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