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Matematik — Grundskola ak 4-6
Modul: Algebra
Del 5: Algebra och programmering som sprak

Algebra som sprak

Hakan Lennerstad, Blekinge tekniska hogskola och Cecilia Kilhamn, Gteborgs
universitet

Att ha ett sprékligt perspektiv pé algebra innebér att ta vara pa de méinga likheter som
faktiskt finns mellan algebrans sprék och naturliga sprak (spréak som dr modersmal for
nagon, t.ex. svenska). En forhoppning &r att elever mérker att de kan anvénda kunnandet
i sitt modersmal for att ta till sig algebran.

I likhet med alla andra spréak finns det i det algebraiska symbolspraket bade syntax
(sprékregler) och semantik (betydelser). Algebrans syntax bestar av de rikneregler och
konventioner som finns for tecknen, och man kan séga att algebrans semantik dr som en
bro mellan spraket och virlden. Liksom ldrandet av ord i naturliga sprak sker ldrandet av
algebrasymboler genom att man lér sig en definition eller ett synonym samt genom att se
och anvidnda dem ménga ganger. Vi kommer ocksa senare att ta upp dversittningar
mellan algebrans sprék och svenska for att synliggora och léttare kunna diskutera
algebrans betydelser.

Syntaxen avgor vilka algebraiska uttryck eller pastaenden som &r tolkningsbara och
meningsfulla. Jimfor foljande symbolsammanséttningar:

b4e==+/8  (en meningslos sammanséttning symboler)

4+ 3 (ett algebraiskt uttryck innehéllande tva operationer, tva tal och en
variabel)

4b+3=x  (ett pastdende som dr sant for vissa virden pa b och x, men falskt for
andra)

a+ b=b+ a (kommutativa lagen for addition, som é&r sann for alla virden pa « och 5)

Alla sprak &r verktyg att tinka med, varav modersmalet dr det kraftfullaste. Just for
matematik dr det algebraiska symbolspraket sarskilt effektivt, under forutséttning att
man behirskar det. Elevers svarigheter med det algebraiska symbolspraket kan dels
handla om semantik, det vill sdga vad de olika symbolerna betyder, och dels om syntax,
dvs. vad man kan géra med symbolerna.

Fran aritmetik till algebra

I aritmetik har elever blivit vana vid att 16sa matematiska problem. I algebra dgnar man
sig mer at att representera, det vill sdga att uttrycka och beskriva. Har &r ett exempel:
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*  Péen gren satt 13 krakor. 9 kom till och 6 flog ivdg. Hur manga krakor fanns det
kvar pa grenen? Fragan fokuserar pé antalet, det vill sdga svaret (som é&r 16).

*  Pden gren satt 13 krakor. 9 kom till och 6 flog ivdg. Representera situationen med
matematiskt sprak for att ta reda p& hur ménga som fanns kvar. Uppgiften fokuserar
pa representation av den matematiska situationen (13 + 9 - 6).

*  Péen gren satt 13 krakor. x krakor kom till och y krakor flog ivdg. Skriv ett uttryck
for hur ménga faglar som fanns kvar. Fundera pé vilka vérden x och y kan ha.
Uppgiften fokuserar pa den algebraiska representationen och handlar om att
anvinda algebra for att skriva ett generellt uttryck (13 +x —y).

For att komma till denna generalisering behover ni fokusera pa att forst representera
(dvs. uttrycka problemet med matematiskt symbolsprak) och sen rikna ut och svara.
Elever behover forstd symbolspréket pa ett mer medvetet sétt. Ett steg pd vigen ar att
uppfatta likhetstecknet som ’samma virde pa bada sidor”, snarare &n “blir” eller
”déarefter far jag”. Det betyder till exempel att ”3 + 8 =117 och 711 =3 + 8” &r lika
giltiga pastaenden.

Flera sprak: naturligt sprak, symbolsprak och facksprak

Matematiska symboler och formler forekommer aldrig ensamma, utan alltid tillsammans
med naturligt sprak. Varje text pa svenska med matematiska tecken kan darfor sigas
vara tvasprakig, svenska blandat med matematikens symbolsprak. Magnus Osterholm
har visat att universitetsstudenter ldser I0pande text pé ett annat séitt om det finns
symboler i texten, vilket kan forvéntas gélla minst lika mycket for elever. De tenderar att
inrikta sig pd symbolerna, och kan missa vad sjilva texten siger (Osterholm, 2006). P4
samma sitt fokuserar elever ofta pa siffrorna (som &ar de mest grundlaggande av
matematikens symboler) i en problemuppgift och kan bortse fran problemets
formulering. Matematiken har ocksa ett eget facksprak (matematikens terminologi) som
delar ett stort antal ord med vardagsspraket, ibland med helt olika betydelser. Nagra
omedelbara exempel pa det dr volym (ljudstyrka), udda (ovanlig), tal (foredrag, prat),
brék (handgeméng), dividera (diskutera), 16sning (vattenblandning). Vi har alltsa i
matematiken ett symbolsprak med en egen uppsittning symboler (ett sérskilt alfabet),
och dven naturligt sprak och facksprak, dir de tva sistnimnda ofta delar ord fast med
olika betydelser.

Naturligt sprak har bade synonymer (lukt och doft betyder samma sak) och
dubbelbetydelser (lag betyder bade en samling personer som samarbetar och en
forordning vi maste folja). Bdda typerna finns ocksé i symbolspréket och i matematikens
facksprak, och kan sa klart vélla svarigheter. Exempelvis kan multiplikation skrivas med
flera olika symboler: -, %, eller * (vanligt i datorprogrammeringssprék), eller med ingen

symbol alls, som i uttrycket 2x. I vissa ldnder skriver man 2-3 som 2(3). Minustecknet ar
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en symbol med en dubbelbetydelse som kan orsaka svarigheter. Dels betyder det
subtraktion (ex: 5 — 3: operator mellan tva tal) och del anvénds det for att ange att ett tal
ar negativt (ex: —3: egenskap hos ett tal). Vid ett uttryck som —3 — 4 bor det forsta
minustecknet tolkas som en del av talet —3, och det andra som en subtraktion mellan
talen —3 och 4.

Vad som kan goras med ett uttryck som —3 — 4 kan diskuteras pa ett teckenméssigt sétt
(Vad fir man gora med minustecknen?) och pa ett mer innehallsmissigt sétt (Ar detta en
subtraktion, dr talen negativa eller positiva?).

Elever som klippte ut trianglar i papper lar ha sagt: ”En triangel har alltid tv4 sidor,
framsidan och baksidan!” Det 4r en bra illustration till att fackspréket inte alltid ar
konsistent. Man séger att en kub har atta horn, tolv kanter och sex sidor, dér ”’sida” ju
betecknar en yta (som méts med area). Samtidigt sdger man att en kvadrat har fyra sidor.
I tvd dimensioner (kvadrat, triangel) 4r sidan en stricka, men i tre dimensioner (kub)
anvénds “kant” for detta, och hér ér en ”sida” en yta.

Bokstéver har i vanligt sprak endast ett ljudvérde, och fér betydelse som en del av ett
ord dér ordet har betydelse och inte bokstaven. Detta &r helt annorlunda i algebra dar
alla bokstéver kan anvindas, och dér de d& alltid har en numerisk betydelse. Bokstéver
anvéinds som forkortningar av enheter (m, g, s, ...) dir de representerar ett visst bestdmt
maétt, en kvantitet (lingden pa en meter, vikten av ett gram, ...). Bokstéver forekommer
ocksé for speciella tal, till exempel (den grekiska bokstaven pi som ér ett irrationellt tal)
eller som prefix dir bokstaven anger ett tals storlek (k som i kilo betyder tusen, m som i
milli betyder tusendel ...). Men den vanligaste anvdndningen av bokstéiver i algebra och
matematik i allménhet, &r for att beteckna ett obekant tal eller storhet. Det ar viktigt att
eleverna forstar att det alltid finns ett tal bakom varje bokstav som férekommer i en
matematisk berdkning. Bokstaven stéar for ett virde, den har en numerisk betydelse.

En annan stor skillnad mellan naturligt sprak och symbolsprak &r hur parenteser
anvénds. I det naturliga spraket betecknar de nagot som kan uteldmnas, medan de i
algebran markerar vad som ska prioriteras, det vill sdga berdknas forst.

Att oversatta mellan spraken

Vid problemlosning formulerar man ofta ett matematiskt problem frén praktiska
exempel, och dtervénder till det igen nir problemet &r 16st. Detta brukar kallas
modellering och tolkning.

Om Lasse ar tre ar dldre dn Anna, kan detta §versittas till formeln L = A + 3. Det dr da
viktigt att L och A &r tydliga numeriska storheter. Lasse och Anna &r inga numeriska
storheter, det dr ddremot Lasses alder och Annas &lder. Nar vi skapat formeln L = A + 3
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har vi natt in i matematiken och har tillgéng till alla dess verktyg och resonemang. Men
L = A + 3 kan ocksa oversittas till naturligt sprak som inte har med aldrar att gora, till

exempel som “ett tal som vi kallar L &r alltid tre enheter stdrre 4n ett annat tal, som vi
kallar A”.

Man kan alltsa tala om Overséttning mellan en praktisk situation och algebra, men ocksa
om oversittning mellan algebra och naturligt sprak, dar nagon praktisk situation inte
finns med. Syftet med den forsta &r att 10sa ett praktiskt problem med hjélp av
matematik. Syftet med den senare ér att forstd matematiken léttare.

Matematiska symboler har aldrig sarskilt l&ngt till svenska (eller andra sprak), och detta
beror pa att de alltid kan Oversittas. Det finns dessutom olika matematiska
Oversittningar, som lyfter fram olika sidor av ett matematiskt samband. Har ar exempel
pa olika Oversittningar av operationen 4 + 5 =09:

*  Fyra plus fem ér lika med nio (laser ut vad symbolerna heter)
*  Addera fyra och fem sa far du nio (beskriver berdkningsproceduren)

*  Summan av de tva talen fyra och fem é&r lika mycket som nio (beskriver strukturen)

Oversittningarna 4r exempel pa retorisk matematik — matematik som skrivs utan
symboler. Fram till 1600-talet var all skriven matematik retorisk. Det symboliska
spraket ar alltsd mindre &n 400 ar gammalt. Att forkorta naturligt sprak med hjélp av
symboler var en stor drivkraft bakom denna utveckling. Det innebar ocksa andra vinster
for matematiken: den blev mer internationell, mer oberoende av skilda tolkningar och
speciella tillimpningar, och mer effektiv och ldmplig for sitt sérskilda syfte. Men ur
elevers och studenters synvinkel tog den dven ldngre avstdnd fran vardagsspraket, och
fick storre behov av forklaring och dversittning. Men retoriska motsvarigheter finns
alltid kvar i bakgrunden — det gér alltid att Gversitta.

Ibland kan det vara bra att gora olika 6verséttningar och att diskutera dessa. En generell
beskrivning av den distributiva lagen, (x + y)z = xz + yz gdller alltid, kan exempelvis
Oversittas pa foljande nagot skilda sitt.

*  Produkten av en summa av tva tal och ett tredje tal har alltid samma vérde som
summan av produkterna av de tva talen med det tredje.

*  Om man har ett tal gdnger en parentes som innehéller tva tal, s& kan man ta bort
parentesen om man multiplicerar det forsta talet med de bada andra talen var for

sig.

Den forsta overséttningen dr mer algebraisk genom att den beskriver produkter och
summor, matematikens semantiska innehall, och ddrmed handlar mer om forstaelse av
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dessa begrepp. Den andra dr mer teckenorienterad (och ddrmed mer syntaktisk), genom
att den mer beskriver hur tecknen anvénds och fungerar.

Genom att diskutera olika dverséttningar kan man fa ett samtal bade om de matematiska
betydelserna, (operationerna, strukturen), och om hur tecknen anvénds. En elev kan
mycket vil forsta det ena utan att ha fatt grepp om det andra. Elever bygger upp
forstaelse kring bade semantik och syntax om de vénjer sig vid att diskutera sina egna
Oversittningar.

En Oversittning &r ofta betydligt klumpigare och otydligare 4n motsvarande formulering
pa symbolsprék. Detta &r ett indirekt sitt att visa symbolsprakets effektivitet — nir det
vil behérskas. Fordelen med en Oversittning ar att en Oversittning &r ett sétt att sndersika
ett matematiskt uttryck bit for bit, dess funktion granskas, genom att varje del oversitts.
Pé det sittet kan forstaelse och intuition flytta over fran den associationsrika svenskan
till det vanligen associationsfattiga symbolspraket. Slutligen kan gemensamma
Oversittningar 6ka mojligheterna till meningsfull dialog om matematik mellan larare och
elever (se mer i Ljungblad & Lennerstad, 2012).

Att formulera en algebraisk regel

Algebran &r mer dn ett symbolsprak, det dr ocksa ett speciellt sitt att resonera och
argumentera, och ett verktyg for att uttrycka generaliseringar. For att det algebraiska
symbolspraket ska bli meningsfullt for eleverna behover de forst dgna tid 4t att
formulera generella pastdenden med hjélp av naturligt sprak, och &dven argumentera for
att dessa generella pastaenden géller.

Med naturligt sprék kan det vara léttare for elever att formulera en algebraisk regel
eftersom modersmalet generellt ar det kraftfullaste tankeverktyget. Ett exempel pa det
kan vara att lararen stiller frigan: Kan man forklara varfor 16+16=15+17 utan att
behova ridkna ut vad varje sida blir? I ett exempel svarar Laura, 8k 5 (Cai & Knuth,
2011, s. 54-55):

Laura: ”Ena talet bara skickar over ett till det andra talet. Ena 16 gav bort 1 och blev 15
och den andra tog den och blev 17”. Laura visar med ett nytt exempel: 8+8=7+9. Efter
en stunds samtal formulerar hon foljande generalisering: ’Det funkar inte bara for 1.
Man kan ta bort vilket tal som helst bara jag ocksa lagger till samma tal till det andra
talet. DA &ndras inte summan”. Hér uttrycker Laura i naturligt sprék och matematiskt
facksprak ett generellt algebraiskt samband som dr anvindbart i manga situationer. Sa
smaningom kommer Laura férhoppningsvis att kunna uttrycka foljande generella
pastaende: a + a = (a—x) + (a+x) for alla a och x som &r naturliga tal.
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Hur lars sprak?

Modersmalet ldr sig ett barn pé ett spontant sitt genom lyssnande, imitation och
anpassning, vi kan kalla det for att barnet tilldgnar sig spraket. I denna process lar sig
barn anvinda grammatiken korrekt oftast utan att vara medvetna om de spréakliga
reglerna. Detta &r en helt annan larprocess &n hur man senare kan léra sig ett sprak med
hjélp av en sprakkurs. Det dr mycket ovanligt att man lér sig ett nytt sprék lika vl som
ett som man tilldgnat sig.

Vid ett naturligt samtal &r det oftast inte spraket som samtalet handlar om. Vi kan tala
om var frukost, en ishockeymatch, hur arbetsplatsen fungerar, en bok vi ldst — spraket &r
vart medel till allt och anvénds till stor del pa ett oreflekterat sétt eftersom vi i sddana
sammanhang d3 tinker pé frukosten, ishockeymatchen, och si vidare. And4 trinar vi
samtidigt spraket och utokar vér sprakliga forméga. Men spréket &r, utanfor
sprakkurserna, naturligt oreflekterat. Pa liknande sétt 4r symbolspraket ofta oreflekterat,
endast ett medel for matematiska resonemang, vilket kan vara ett problem vid elevers
larande eftersom det fungerar pa ett annat sétt 4n naturliga sprak. Detta &r dnnu ett skél
for att regelbundet gora 6versittningar. Som larare kan man naturligtvis fokusera pa de
vanligaste svarigheterna i det “nya” spraket.

Den process barn anvénder nér de lér sig sitt modersmal, genom att babbla, prata strunt,
prova, bli forstddda och missforstadda, har ocksé sin plats for att finna sékerhet i det
matematiska symbolspréket. Det giller dven innehallet: for att léra sig logik behover
man priva och zesta vilka resonemang som kan gélla, for att tydligt se var och varfor de
eventuellt sparar ur.

Anvandning av matematisk terminologi — viktigt men varsamt

Att anvianda en korrekt matematisk terminologi (facksprak) ar viktigt. Lika viktigt dr det
att symbolerna anvinds pa ett korrekt sétt. Bade for att det &r en del av den kunskap
skolan syftar pa, men ocksa for att det framtida ldrandet blir littare. Dock kan det bli
alltfor mycket fokus pé terminologin. Om det ar svért for elever att bade forsta
matematiken och terminologin, sé kan stort fokus pa terminologin leda till att den tar all
uppmaérksamhet, och att det inte blir ndgot utrymme kvar till kreativitet och forstielse.
Det matematiska innehéllet kan d& forsvinna. Elever kan ocksa bli mycket tysta och
passiva om de dr rddda att anvinda terminologin felaktigt. Dérfor dr det viktigt att vara
forsiktig med hur man korrigerar terminologin. Det kan vara bra att ldgga fokus pa den
matematiska tanken, och mojligtvis indirekt kommentera terminologianvandningen.

Som ldrare kan man foregd med gott exempel genom att anvinda rétt terminologi, sa
eleverna ofta far hora och se den. Att sétta ord pa saker ér en viktig del av att forstd dem.
Ska eleverna kunna féra matematiska resonemang behover de ha matematiska fackord
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sadsom dividera, subtrahera, udda, jimna, summa, differens, produkt, term, faktor, likhet,
variabel, ekvation och sa vidare. som en del av sitt aktiva ordforrad. Vid en lektion som
handlar just om terminologi, snarare 4n om matematiska problem, kan man i hogre grad
kommentera terminologianvindningen. En elev som precis har lyckats 16sa ett eller flera
problem som denne finner svara ar ofta mer mottaglig fér information om rétt
terminologi.

Aven en matematiker anviinder ofta den matematiska terminologin inkorrekt nr ett
forskningsproblem diskuteras, &ven om man forstas vet vad som &r korrekt och &r
mycket noga med att skriva korrekt i sina rapporter. De flesta av oss bortser fran stavfel
och grammatiska fel nér vi tar anteckningar pa en forelasning eller skriver en
minneslapp, men dr noga med det nér vi skriver formella texter. Eleverna behover fa
uppleva bada sorters sprakanvindning i algebraklassrummet. Dels situationer dér
matematiken, de algebraiska resonemangen, &r i fokus och terminologi hamnar i
bakgrunden, och dels situationer dd matematiska resonemang och slutsatser skrivs upp
och redovisas pa ett formellt korrekt sétt.
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