Skolverket

Matematik — Grundskola ak 4-6
Modul: Algebra
Del 5: Algebra och programmering som sprak

Olika satt att losa ekvationer

Cecilia Kilhamn, Goteborgs universitet och Lucian Olteanu, Linnéuniversitetet

Att losa ekvationer ar en central del av algebran, det &r dess ’hantverk”. En ekvation
kan ofta 16sas pa olika sétt och det &r med hjilp av fantasi och kreativitet som du och
dina elever kan hitta enkla och effektiva sétt att 16sa ekvationer. En dator utfor alltid en
procedur pa ett forprogrammerat sitt &ven om det dr onddigt komplicerat. Det gor
ingenting eftersom datorn &r sa snabb, och varken tappar lusten eller orken. Med
ménniskan dr det tvirtom. Vi utnyttjar vér erfarenhet, intuition och kreativitet for att
komma pé smarta, enkla sétt som besparar bade tid och arbete. Dessutom kan vi ocksa
komma pé nya idéer och nya procedurer som utvecklar matematiken. Det gor aldrig
datorn at oss. Det hér innehallet handlar om att fostra just denna insikt hos eleverna;
insikten att en ekvation kan l0sas pa olika sitt, och att man kan utnyttja sin
taluppfattning och sin forstaelse av operationerna, sin formaga att se monster och sin
fantasi som resurser. Malet dr att elever utvecklar sin formaga att vélja lampliga sitt att
16sa en ekvation utifran hur ekvationen ser ut, samt att de upplever ett behov av en
formell och generell metod for ekvationer de finner svara att 16sa.

Forst en kort definition

En ekvation ar en likhet, sa det ar ett pastdende. Ett pastdende &r sant eller falskt. En
ekvation innehéller ofta en eller flera obekanta. Viss litteratur definierar ekvation som
en likhet med obekanta, och betraktar darfor inte en numerisk likhet saisom4 +5=9
som en ekvation. Har har vi emellertid valt att halla oss till definitionen i boken
Matematiktermer for skolan dir ekvation definieras som en matematisk utsaga som
innehéller en likhet. Losningen till en ekvation &r de virden pa de obekanta som gor
ekvationen sann.

Om du har en ekvation med ett x stiller du alltsé fragan: For vilka virden pa x dr denna
likhet sann? Svaret pa fragan dr 16sningen pa ekvationen. Betydelsen av ordet 18sning
hér skiljer sig alltsé fran betydelsen i problemldsning.

Nagra ekvationer

Innan du laser vidare ska du 16sa foljande ekvationer och reflektera ver hur du l6ser
dem. Loser du dem pa olika sétt? Varfor gor du inte pd samma sitt? Vad ar lika och vad
ar olika 1 ditt sétt att losa dem?

a) x+3=10
b) 2x+3=13
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) 5x+3=1543
d) 34x+3=20
e) 17-2x=5x+3

Undervisningsdilemma

Undervisning om ekvationslosning medfor ett dilemma som kan leda till att eleverna
tappar bade lusten och orken och finner det hela meningslost. Dilemmat géller vilka
exempel du ska vélja. Ska du vilja sé aritmetiskt enkla exempel att enbart
ekvationslosningsmetoden triader fram, eller ska du vélja exempel dér aritmetiken ar svar
och metoden blir en nédvandig hjalp? Ekvation a) &r sddan att eleven troligen direkt kan
se att x maste vara 7. Ekvation b) kan 16sas pa flera olika sitt. Till exempel genom att
Gissa och prova, eller genom Overtiickning, det vill siga att eleven forst tinker “négot
plus 3 ér lika med 13, dd maste detta ndgot vara lika med 10” och sedan 2 ganger 5 ar
lika med 10 allts &r x lika med 5”. Om eleven enbart méter exempel av typ a) och b)
men dnda tvingas skriva ut alla led 1 metoden Att gora lika p& béda sidorna blir det
vildigt omstdndligt och eleven far ingen mojlighet att uppleva metodens fordelar.
Elevens tilltro till sin forméga att se samband, anvinda sin taluppfattning och vara
”smart” nedvarderas till forman for en trining i en procedur som ar menad att underlétta
for eleven langre fram i moétet med mer komplicerade ekvationer. Manga forskare och
elever vittnar om att larare ofta viljer sa latta uppgifter att eleven inte ser poangen med
att l4ra sig en specifik metod. Man loser ekvationen med en metod som
lararen/laroboken bestdmt istdllet for att anvinda en metod som &r effektiv.

Arbeta fran aritmetiken

Ett sdtt att inleda arbetet med ekvationsldsning beskrivet av Herscovics och Kieran
(1980) &r att starta med tal och ersitta talen med bokstiver sa att ekvationer skapas.
Eleverna i deras undersdkning fick bdrja med en aritmetisk identitet: 3- 7+ 3 =25 — 1.
Sedan ”gomdes” ett av talen i likheten bakom en bokstav och pa sé vis skapades olika

ekvationer:
a-7+3=25-1
3-b+3=25-1
3.7+3=c-1
x-7+x=25-1
p-7+3=m-1

Genom att skapa variationer av samma ekvation kunde lararen diskutera med eleverna
att bokstaven stod for ett tal, att man kunde anvinda vilken bokstav man ville, och att
om samma bokstav forekom flera génger i en ekvation gomde den samma tal.
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Helt spontant vicktes elevernas medvetenhet om 16sningen som den inverterade
processen till skapandet av ekvationen: att finna vilket tal som gommer sig bakom
bokstaven. Aven ekvationer med mer 4n en 16sning dok upp i elevernas arbete. En elev
valde att gomma 3:orna i likheten 2 + 3 =3 + 2 och fick ekvationen 2 +a=a+ 2.1
diskussionen som f6ljde upptickte eleverna att likheten blev sann oavsett vilket tal man
ersatte a med.

I nésta steg fick eleverna skapa ekvationer direkt och sedan forsoka 16sa dem. De
upptéckte da att alla ekvationer inte har en 16sning, till exempel 2x + 3 = 2x + 4. Olika
ekvationer har olika egenskaper och kan upplevas som léttare eller svérare av olika skal.
Hair &r nigra exempel pé olika typer av ekvationer:

x+2=12 en enkel ekvation med en 16sning

30 — x =24+1 en ekvation med uttryck i bada leden och med en 16sning

2x—8=30 en ekvation med flera riknesétt i ena ledet och med en 16sning

x +2=10—-x en ekvation med samma obekanta tal pa tva stéllen och med en 16sning
25=a-b en ekvation med tva obekanta tal och med manga I6sningar
2+s=s5+2 enekvation med odndligt manga l6sningar

Informella metoder for ekvationslosning

Nér man inleder undervisning om ekvationslosning ar det vanligt att man forst anvander
informella 16sningsmetoder. De kallas informella eftersom de inte 4r generella. Manga
av de informella metoderna bygger pé en god taluppfattning och en forstaelse for
inversa operationer (omvénda raknesétt). Detta géller till exempel Bakldngesrikning
eller Overtiickning. Om eleverna i de tidigare skolren arbetat med hur
rakneoperationerna (riknesétten) hinger samman, sd ir det enkelt att utnyttja den
kunskapen dven i algebran. Till exempel kan eleverna se samma struktur i dessa
ekvivalenser. Ekvivalenspilen < visar att tvd ekvationer dr sanna samtidigt. Om den ena
géller sa géller den andra och vice versa.

8+3=11 < 8=11-3 4-3=12 < 3=12/4
x+3=11 © x=11-3 4-x=12 < x=12/4

Metoden Gissa och Prova ar en metod du inte bor forakta. Ju béttre taluppfattning och
ju mer erfarenhet man har desto béttre gissningar kan man gora. En matematiker arbetar
hela tiden med att gissa, men man gissar ju inte blint. Att gissa &r att tdnka ”det skulle
kunna vara”, och d& anvdnder man sin fantasi. Undervisningen borde pa alla sitt stirka
eleverna att anvénda sin fantasi och komma med vilgrundade gissningar. En viktig
foljdfraga till en gissning &r: varfor tror du det? En sddan fraga uppmanar eleven att fora
ett resonemang och hitta motiveringar for sin gissning. Genom gissningar kan eleverna
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snabbt f& en bra uppfattning om ungefér vad svaret ska bli, och kan pa slutet anvinda
det for att bedoma rimligheten i svaret.

Att gora lika i bada leden &r en formell metod och det &r bra om man fér eleverna att
se den som en metod bland andra. Foérdelen med den metoden &r att den &r generell och
alltid gér att anvénda. Det &r en stor vinst om man lyckas fé eleverna att efterfraga en
sddan metod och se fordelarna med den dven om den ibland kan tyckas omsténdlig. Det
finns inte heller en speciell uppsittning informella metoder som eleverna ska lira sig,
det viktiga &r att de ldr sig fora resonemang som hjilper dem att 16sa ekvationer, att de
fokuserar algebraiskt tinkande snarare dn bestdmda procedurer.

Tankbara kritiska aspekter

For att elever ska léra sig att urskilja olika sétt att 16sa ekvationer finns det vissa
aspekter som ér kritiska att de urskiljer. Vilka dessa ar beror sjélvfallet pa eleverna, hur
de tianker och vad de kan sedan forut. Har finns nagra delar av innehéllet beskrivna som
tdnkbara kritiska aspekter.

1. Att forsta att en ekvation &r en likhet som innehaller obekanta.

2. Att forsté ett en bokstav i en ekvation alltid representerar ett tal (ett virde). I arbetet
med ekvationslosning kan du gora detta extra tydligt genom ditt ordval, att tala om
bokstaven som ett obekant tal.

3. Att forsté att 16sningen till en ekvation med en eller flera obekanta &r de varden
som gor ekvationen (likheten) sann, och att det finns ekvationer som kan ha inga,
en eller flera losningar.

Innehéllet som tas upp i del tva och tre kan bli synliga om du sétter upp en rad
ekvationer och sedan diskuterar om de &r sanna eller inte for olika virden pa den
obekanta. Om delarna blir synliga eller ej beror pé vilka fragor du stiller. Bra fragor kan

vara:
Ar det hir virdet p& den obekanta en 16sning till ekvationen? Hur vet du det?
Kan det finnas fler losningar till ekvationen?
Hur ménga 16sningar kan det finnas?

4. Att forsta att de kunskaper eleven har med sig fran aritmetiken kan utnyttjas vid
ekvationslosning, exempelvis talfakta och inversa operationer. Med begreppet
talfakta menas hir sddan kunskap om talen som eleverna lart sig som automatiserad
fakta, exempelvis tiokamraterna, multiplikationstabellerna och s vidare. Inversa
operationer avser motsatta rdkneoperationer eller omvinda riaknesatt. Addition och
subtraktion dr inversa operationer, liksom multiplikation och division. I denna del
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ingar ocksa att se vérdet av valgrundade gissningar och behovet av att préva och
revidera sina gissningar. Ju mer eleven kan utnyttja sina aritmetiska kunskaper
desto bittre blir eleven pa att gissa. Att gissa och prova kan ocksé fora in ett
moment av systematik i resonemanget. Jag gissar, provar och gissar igen,
allteftersom kommer mina gissningar allt ndrmare 16sningen.

Vid undervisning om ekvationsldsning vill vi f& fram s& manga olika sétt att 16sa
ekvationen pa som mojligt for att sedan kunna jamfora strategier och diskutera
likheter och olikheter samt vilken kunskap eleverna utnyttjar. Vissa elever kanske
inte kan 16sa ekvationen eller fastnar pa halva vigen. For dessa elever ar det
speciellt viktigt att prata om hur de kan utnyttja den kunskap de har. Det &r inte
ekvationens 16sning i sig som ska st i centrum for diskussionen utan strategier for
att ta reda pa losningen. Darfor ar det viktigt att du véljer ekvationerna med omsorg
for att 4 fram den variation av strategier du 6nskar. Du har ocksé ett ansvar att
sjilv bidra med strategier om de inte kommer fran eleverna. Om du tittar pa de fem
ekvationerna du l6ste inledningsvis kan du se att de initierar olika strategier.

a) x+3=10

Hér &r det troligt att eleverna anvénder talfakta (tiokamraterna) eller kunskap om
inversa operationer (7 + 3 = 10 eftersom 10 —3 =7)

b) 2x+3=13

Hir kanske nagra elever tinker i tv steg med sa kallad Overtickning: forst med
inversa operationen for att veta att 2x = 10, och sedan med hjélp av talfakta. Andra
elever kanske gissar och provar.

¢) S5x+3=1543

Har har eleverna inte lédngre hjélp av sina talfakta utan tvingas soka nya strategier.
Kanske ser de likheten med foregaende ekvation och inser att 5x = 1540. I s fall
anvénder de en strategi som brukar kallas for att Losa en enklare ekvation. Ett
samtal om att man subtraherat 3 i bada leden kan hér bli grogrund for den formella
metoden att Gora lika i bida leden. Vad ar sedan en vélgrundad gissning om man
vill veta vilket tal som ska multipliceras med 5 for att vara lika med 1540? Hér ar
taluppfattning i det storre talomradet en viktig resurs, eller kunskapen att division &r
inversen till multiplikation.

d) 34x+3=20

Haér utokas talomridet ytterligare och elevens talfakta forslar inte. Nar man kommit
sa langt som till att 3,4x = 17 ar det 4nda inte sikert att eleven kan se 10sningen. En
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valgrundad gissning kan vara ett sitt. Ndgon kanske kommer pa att man kan
anvinda inversa operationen och beréknar 17/3,4 pa minirdknaren.

e) 17-2x=5x+3

Har blir svéarigheterna mycket storre och den vanligaste strategin blir nog att Gissa
och préva, och eleven far ett argument for att han eller hon behdver en mer pélitlig
metod sdsom den formella metoden att Gora lika i bada leden.

5. Att se fordelar och nackdelar med olika metoder. Om eleven urskiljer denna del
fullt ut inser eleven ocksé fordelarna med en generell metod som han eller hon
alltid kan lita pa. Den hér delen &r pd metaniva eftersom det &r forst nér eleverna
fatt syn pa en variation av olika metoder som de kan borja diskutera metodernas
fordelar och nackdelar.
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