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Matematik — Grundskola ak 4-6
Modul: Algebra
Del 6: Sociomatematiska normer

Gora lika i bada leden

Cecilia Kilhamn, Goteborgs universitet och Lucian Olteanu, Linnéuniversitetet

Ordet algebra kommer fran det arabiska ordet al-djabr («=~1 ) vilket betyder &terforening
eller koppling. Det syftar pd forflyttning av termer fran ena ledet i ekvationen till den
andra for att skapa balans med den obekanta termen i ena ledet och ett tal i det andra
ledet. Man brukar sdga att ekvationen har ett vénsterled (VL) och ett hogerled (HL) och
att dessa hela tiden méiste vara i balans, alltsa att likheten mellan leden hela tiden géller.

En enkel ekvation av forsta graden 4r en ekvation vars allménna form ar: ax + b =0 med
a och b som reella tal och x som den obekanta. Nér eleven l6ser ekvationen &r malet att
skapa en ekvivalent ekvation pa formen x = d, med x som den obekanta och d som ett
reellt tal. Pa sa vis far eleven ekvationens 16sning. Tvé ekvationer dr ekvivalenta om de
har samma l6sning. Till exempel kan ekvationen 2x + 3 =9 skrivas om till ekvivalenta
ekvationer pa foljande vis:

2x+3=9

2x=06

x=3
I den nedersta raden har vi ekvationens enklaste form och samtidigt dess 16sning.
Ekvationen ar sann da x = 3.

Den stora utmaningen dr hur man ska komma fran en ekvation till nésta. En formell
losningsmetod dr att gora lika i bada leden. [ dldre larobdcker anvindes ofta sé kallad
overflyttning. Resonemanget i overflyttning ar att man flyttar en term frén det ena ledet
till det andra och samtidigt byter tecken. Redan for 6ver 30 &r sedan visste man att detta
sdtt att resonera orsakade svarigheter for elever i skolan eftersom de inte visste varfor de
bytte tecken eller vilket tecken de skulle byta. I moderna larobocker brukar man istéillet
lara ut metoden att gora lika i bada leden. I sjélva verket 4r det sa att om man utfor
samma operation i bada leden men inte bokfor alla steg kan det se ut som om man flyttar
over och byter tecken. Ett exempel:
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2x+3=9 subtrahera nu med 3 i badda leden (A)

2x+3-3=9-3

2x=9-3 (B)

2x=6 dividera nu bada leden med 2 (C)
2x/2=16/2

x=3

I (A) vet man att +3 — 3 = 0 sa en van ekvationslosare kanske hoppar Gver att skriva det
ledet. Skriver man bara 2x =9 — 3 som i (B) sa ser det ju ut som om 3 flyttar Gver fran
VL till HL och byter tecken. I (C) ska man istéllet anvénda den inversa operationen till
multiplikation och dividera i bada leden, sa hir ska inget tecken bytas.

Moderna svenska ldromedel brukar introducera den formella 16sningsmetoden genom
balansmetaforen. En balansvag eller en gungbrdda anviands som konkret modell och
eleven forvintas uppfatta idén om balans och likhet, och att en féridndring pé ena sidan
maste balanseras med en likadan fordndring pa den andra sidan.

Den typen av konkret illustration av balans mellan tva sidor har manga férdelar men
ocksa en del nackdelar. Vlassis (2002) diskuterar en méngd forskningsresultat kring
balansmetaforen och sammanfattar att modellen &r vl lampad for andamalet men att
eleverna samtidigt maste frigora sig fran modellen och inse att det dr ett sdtt att tinka
och inte en konkret modell som alltid gér att anvénda. I det konkreta fallet 4r det
obekanta alltid representerat av ett objekt som ligger pa plats. Detta objekt kan man ta
bort eller fordela, vilket gor det enkelt att konkret visa ekvationer med addition och
multiplikation. Men metoden &r baserad pa tal som konkreta objekt, har en begransning i
mer abstrakta ekvationer.

Vad eleven hér behover ér att generalisera tanken “att géra samma sak pé bada sidor” till
”att utfora samma rékneoperation i bada leden”. Eleven behover forstd att &ven nar man
inte kan rita eller ldgga en ekvation sd kan man manipulera den genom att utféra samma
rakneoperation i bada leden. Man far dd en ekvivalent ekvation med samma 16sning.

Sa hir 16ser vi ekvationen 9 = 12 — x med metoden “att gora lika i bada leden”
Vi vill inte ha en subtraktion med x, sa vi borjar med att addera x i bada leden:

9+x=12—-x +tx

9+x=12

Nu vill vi ha bort 9 fran VL sa vi subtraherar 9 i bada leden:
9+x-9=12-9

x=3
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Utover metoden att géra samma sak i bdda leden dr det flera detaljer av ekvationen
9 = 12 — x som eleven behover inse for att kunna genomfora 16sningen ovan. Eleven
behover veta att:

*  Malet &r att fa x sjdlv i ena ledet och ett tal i det andra.

e Addition och subtraktion av samma tal blir 0, sa for att bli av med en subtraktion
ska man utfora en addition (inversa operationen).

»  Ett tal utan nagot tecken framfor sig ar alltid positivt.

Tankbara kritiska aspekter

Om en elev ska ldra sig att anvidnda den generella metoden ”gora lika i bada leden” for att
16sa ekvationer behdver vissa detaljer av ekvationen och metoden upplevas. Har beskrivs
nagra detaljer som skulle kunna vara kritiska aspekter for eleverna.

1. Att forstd att bokstaven stér for ett tal och att vi kan utfora rdkneoperationer dven
med bokstaven (addera, subtrahera, multiplicera, och dividera med den).

2. Att forstd balansmetaforen for en ekvation: att vardet i VL och HL ér lika, och att
en dndring i ena ledet alltid balanseras med samma &ndring i andra ledet.

3. Att generalisera balansmetaforen sé att man inte &r beroende av att rita upp eller
flytta runt objekt for att kunna anvéinda metoden.

4. Att veta att malet med att manipulera en ekvation &r att nd ekvationens enklaste
form dir den obekanta dr sjédlv pé ena sidan och 10sningen pé den andra, samt att
veta vilken rikneoperation man ska ut utfora for att forenkla ekvationen. Den har
detaljen innefattar forstaelsen av inversa operationer.
2x+6=96 For att angra en addition med 6 ska vi subtrahera med 6

2x+6-6=96-06

2x—-5=285 For att angra en subtraktion med 5 ska vi addera 5
2x—5+5=85+5

2x =90 For att &ngra en multiplikation med 2 ska vi dividera
2x/2 =90/2 med 2
x/5=18 For att angra en division med 5 ska vi multiplicera
5-(x/5)=5-8 med 5
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5. Att ett tal alltid hdnger samman med den operation som stér fore talet. Till exempel
i uttrycket 6 — x dr det x som subtraheras, inte 6. Denna detalj handlar ocksé om
grundlaggande forstaelse for subtraktion.

6. Att inse att ett tal som stér sjdlv, eller forst i ett uttryck, utan négot tecken framfor
sig alltid ar ett positivt tal som kan elimineras med en subtraktion. Till exempel:

35+x=75

35+x-35=75-35

Forslag pa variationsmonster

For att eleverna ska finna metoden meningsfull att 14ra sig bor man arbeta med
ekvationer som de inte kan 16sa enkelt med informella metoder. Om eleven “ser”
losningen direkt blir inférandet av en systematisk generell metod 6verflodig. Ett sitt att
gora ekvationen svarare dr att anvinda ett storre talomrade. Vill du inte ldgga tid pa
berdkningar kan eleverna fa anvénda minirdknaren, fokus hir ligger inte pé berdkningar
utan pa att ta reda pa vilka berdkningar som ska goras 1 de bada leden for att 16sa
ekvationen. Vad eleverna ges mdjlighet att uppleva beror dels pé vilka ekvationer du
viljer att arbeta med, och dels p& hur du pratar om dessa ekvationer och de olika stegen i
l6sningsmetoden. Numreringen nedan ar detsamma som numreringen som tas upp i
”Ténkbara kritiska aspekter”.

1. For att eleverna ska se bokstaven som ett obekant tal som det gér att operera med
kan du borja med ett tal som du sedan ”gémmer” bakom en bokstav. I ett exempel
hiamtat frdn Herscovics & Kieran (1980) fick eleverna utga fran likheten: 7- 13 + 48
=139. Talet 13 ”gémdes” genom att man ritade en lada omkring det. Sedan ersattes
det gomda talet med en bokstav och hela 16sningsproceduren genomfordes med tva
parallella representationer.

7+ 48 =139 7- X+ 48 =139
7+ 48-48=139-48 7 X + 48 — 48= 139 — 48
7- = 91 T=x="91

a/7=01/7 T x)/7=91/7

.:]3 Xx=13

Du kan visa att bokstaven behandlas som ett tal genom att variera var i ekvationen
bokstaven finns och nér du behdver operera med den:
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350 +x =700 16ses med subtraktion med 350 i bada led

x +47 =350 16ses genom subtraktion med 47 i bada led

350+47=x 16ses genom att addera 350 och 47

350—-x=0 16ses genom addition med x i bada led

350 -x =47 forst addition med x, sedan subtraktion med 47 i bada led

Hir kan ndmnas att elever kanske foreslar att de ska subtrahera med 350 1 bada
leden. D4 far de ekvationen:

—x=47-350  (subtrahera med 47)
-x=-303 (dividera med -1)
x =303

Detta ir ett helt korrekt sitt att [dsa ekvationen, men for manga elever kan
hanteringen av negativa tal skapa problem. Om eleven tillater sig att operera med
den obekanta s kan eleven undvika negativa tal s& lange han eller hon véljer
ekvationer som har en positiv 10sning. Forstaelse for negativa tal 4r en viktig del av
det centrala innehallet taluppfattning och tals anvéindning, men det ligger utanfor
innehallet som behandlas i denna text.

2-3. Detaljerna som tas upp i punkt 2 och 3 belyser du enklast genom att starta i en
konkret bild av balans och att sedan i dialog med eleverna generalisera den till att
gélla alla rdkneoperationer. Kontrastera ekvationer som gér att ldgga/rita (ekvationer
med addition och multiplikation) med ekvationer som inte gar att lagga/rita
(ekvationer med subtraktion och division), men dir alla ekvationerna 16ses med
metoden att utféora samma rikneoperation i bada leden.

Kontrastera: 44+x=9 med x—4=9

4 + x = 9 kan illustreras pa foljande vis: ####% +[ | = ssssksksssk (dér rutan
motsvarar x)

Ekvationen l6ses genom att eleven tar bort 4 frdn varje sida och far: [_] = ###xx*
x —4 =9 gar inte att rita eftersom det ar svart att rita nagot som ska subtraheras.
Héar méste du och dina elever kunna resonera med hjalp av metoden. Ekvationen
16sas genom att ni adderar 4 till varje sida och far: x =13

Kontrastera: X +61 =999 med X —61 =999
Kontrastera: 35=57+x med 35=57-x
Kontrastera: 75=5"x med 15=x/5
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Variera ocksa ekvationerna s att eleverna kan upptécka att ekvationer med samma
tal och samma operationer 16ses pa samma sétt. Istillet for att vara fokuserad pa
sjdlva 16sningen flyttas fokus till operationerna som ska utforas for att na 16sningen.
Har ar exempel pa tre olika variationer dér resonemanget kan generaliseras:

48 +x=153 x—61=999 35=57-x
48 + 5x =153 2x—61=999 35=57-2x
48 +2x =153 10x — 61 =999 35=47-2x

Den forsta ekvationen 16ses genom subtraktion av 48 i bada leden. I nista ekvation
borjar eleven pa samma sétt men far ett mellansteg i ekvationen 5x = 105. Den l6ser
eleven med division med 5 i bdda leden. I den tredje ekvationen kan eleven anvénda
samma resonemang men nu ska man dividera med 2 istéllet for med 5.

Doing — undoing: inversa operationer

I engelsksprakig matematikdidaktisk litteratur anvdnds ofta motsatsverben doing —
undoing for att beskriva inversa operationer. I svenska spraket anvinder vi for det mesta
tva olika verb for att beskriva motsatta handlingar och det blir inte lika tydligt att
handlingarna &r varandras inverser. Har 4r nagra svenska uttryck som motsvarar
engelskans doing — undoing:

gbra — gora ogjort (dngra)  (do —undo)
knyta — knyta upp (tie — untie)
packa — packa upp (pack — unpack)
fordndra — aterstélla

I ekvationslosning arbetar du hela tiden med motsatta operationer. Du kan belysa vilken
operation man ska genomfora och att talet hanger samman med operationen fore genom
att arbeta &t bada hallen parallellt. Utga fran en ekvation i sin enklaste form och fordandra
den pa nagot sitt. Fraga sedan hur eleven gor for att komma tillbaka till den forsta
ekvationen igen. Notera att om eleven utfor flera operationer efter varandra (som i det
andra exemplet i tabellen) sa maste han eller hon utféra de inversa operationerna i
motsatt ordning. Eleven borjar med att dterstilla den sist genomforda fordndringen.
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Forandra

Aterstilla

xX=5
addera 472: X + 472 = 477

X + 472 =477
subtrahera 472: X =15

xX=13 10x + 70 = 200
multiplicera med 10: 10x = 130 subtrahera 70: 10x =130
addera 70: 10x + 70 = 200 dividera med 10: x =13

Till sist kan du i din undervisning fokusera pa hur eleverna ska forsta ett tal som inte
foregés av en operation. Till exempel dr 35 och 75 i ekvationen 35 + x = 75 tva tal som
finns i ekvationen utan nigot tecken framfor. De kan betraktas som positiva tal, vilket
innebér att de blir lika med noll om man adderar det motsatta talet (summan av ett
positiv tal och det motsatta talet &r alltid lika med noll). Vid addition med — 35 (det
motsatta talet for + 35) 1 bada led far vi: 35+ x + (= 35) =75+ (- 35), det vill siga x =
75 + (- 35).
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