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Matematik — Grundskola ak 7-9
Modul: Algebra
Del 6: Sociomatematiska normer

Ekvationslosningsresonemang

Lucian Olteanu, Linnéuniversitetet

Ekvationslosningsresonemang involverar anvindning av matematikens begrepp och
metoder samt utveckling och utvirdering av matematiska argument, till exempel att
motivera varfor man anvénder en viss metod eller att motivera varfor en utférd
berdkning &r korrekt. En viktig aspekt i utvecklingen av elevernas
ekvationslosningsresonemang ar att utveckla formagan att operera med ett obekant
element som om det vore bekant. Detta innebér forstaelse for och hantering av
matematiska symboler samt mdjligheten att kunna anvinda dem pa rétt sétt och i olika
sammanhang.

Det finns olika faktorer som kan bidra till att eleverna utvecklar ett
ekvationslésningsresonemang, sisom: problemldsning; anviandning av olika
representationer; deduktivt och induktivt resonemang; korrekt anvandning av det
algebraiska spraket; anvéndning av begreppskunskap. Detta inkluderar att inse
skillnader mellan gissningar och vilgrundade pastdenden. Under senare &r har man riktat
allt storre uppmérksamhet mot att den mest fardighetsinriktade delen av
ekvationslosning kombineras med en grundldggande forstielse av ingdende begrepp och
procedurer. Det handlar framf6r allt om

+  foOrstéelse av begreppet obekanta

+  forstéelse av likhetstecknet

»  forstéelse av och fardighet i tillimpningen av reglerna for ekvationslosning
+  forméga att 6versatta mellan situationer i verkligheten och beskrivningar av

ekvationer som kan uppnas tack vare de verkliga situationerna

I denna text dr fokus pa att presentera olika formella metoder for att 16sa en ekvation
samt pa att uppméarksamma betydelsen av de barande idéerna i ett
ekvationslosningsresonemang.

Ekvationslosningsresonemang (enskild uppgift)

Att fora ett resonemang innefattar att sjdlv eller tillsammans med andra till exempel
testa, foresla, forutsdga, gissa, ifragasitta, forklara, finna monster, generalisera,
argumentera. Ekvationsldsningsresonemang kan till exempel utgdras av formella
skriftliga argument for att 16sa en ekvation, dér resonemanget bestar av logiska
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slutsatser utifrdn givna definitioner, axiom och satser. I forsta delen av texten har du
som ldrare mojlighet att reflektera over vilket resonemang du anvinder for att [6sa
foljande ekvationer:

x+5=9 (1)
2x+5=13 (2)
2x+5=4x-3 3)
32x+5)-26=4x-3 4)

Reflektera Gver foljande:

*  Hur resonerar du for att 16sa dessa ekvationer? Vilka aspekter urskiljer du? Finns
det négra likheter/skillnader mellan aspekterna som du urskiljer? Hur forklarar du
detta?

*  Har du 6verfort de kunskaper som du anvinde i 16sningen av ekvation 1 till att 16sa
ekvation 2, 3, 4?

*  Varfor har ekvationerna samma 16sning?

*  Vilka aspekter kan vara kritiska for att eleverna ska kunna fora ett
ekvationslosningsresonemang?

Att utveckla och utvardera matematiska argument

En ekvation av forsta graden har en geometrisk tolkning. Losningen till ekvationen

ax + b = 0 motsvarar x-koordinaten till skdrningspunkten mellan grafen och funktionen
f(x) = ax + b och x-axeln, det vill sdga i punkten dér f(x) = 0. Anvdndningen av den
geometriska tolkningen kréver att larare och elever resonerar tillsammans om den trippla
betydelsen av x (se Figur 1), ndmligen att bokstaven x stér {or:

a) den obekanta i ekvationen (algebra)
b) wvariabeln i funktionen (matematisk analys)

c) x-koordinaten till skdrningspunkten i det geometriska planet (geometri)
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Figur 1

Ekvation — geometrisk tolkning

Matematisk analys Algebra Geometri (analytisk)
funktion: ekvation: grafen till funktionen:
x x+3 x+3=0
=
f 5
fr)=x+3 dvs f(x) =0 s
(3; 0) med

-3 abskissa (eller xkoordinat)

Man kan anvinda funktioner for att hitta 16sningen till en ekvation, men ldrare behdver
betona att en och samma bokstav kan ha olika innebdrder beroende pa sammanhang och
problemtyp, annars kan eleverna uppleva ekvationerna som en enda rora. I en ekvation
star bokstaven x for ett eller flera bestimda men okénda tal, medan den i en funktion
anvénds for att beskriva en relation mellan storheter dér x dr den oberoende och f(x) den
beroende variabeln. Om obekanta forekommer pa olika stéllen i en ekvation som i
ekvationen 2x — 3 = 5x + 7, s& kan man rita grafen for tva funktioner. I detta fall
motsvarar losningen till ekvationen x-koordinaten till skdrningspunkten mellan dessa tva
funktioner.

Manga studier om hur elever uppfattar bokstavssymboler i matematik har visat att det
finns stora svarigheter framforallt nér det géller att se en bokstav som beteckning for en
variabel ndr den anvénds i en formel som beskriver en funktion. Dessa oklarheter i
uppfattningar speglas i hur elever loser problem dér algebraiskt symbolsprak maste
anvéindas samt 1 hur eleverna anvénder algebraiska objekt (konceptuella eller
procedurella).

Motivera val av metod eller varfor en utford berakning ar korrekt

For att fora ett ekvationsldsningsresonemang behover eleverna utveckla och utvirdera
matematiska argument, till exempel att motivera varféor man anvinder en viss metod
eller att motivera varfor en utférd berdkning &r korrekt. Nedan presenteras nagra
metoder som kan anvéndas for att utveckla elevernas ekvationslosningsresonemang
samt fordelar och nackdelar med varje metod.
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Annulleringsmetoden (Balansmetoden)

Den klassiska balansmodellen bygger pa jamvikten som ska rada pa en vagskal.
Ekvationen 3x + 2 = 2x + 3 kan representeras i denna modell sdsom pé bilden:

For att losa denna ekvation kan vi resonera pa foljande sétt:

I den vénstra vagskalen placerar vi 3 paket med okénd vikt och 2 paket med enkilosvikt och i
den hogra 2 paket med okénd vikt och 3 med enkilosvikt. Balansvégen &r i jaimvikt. Om vi
tar bort 2 paket med okénd vikt fran den hogra vagskalen, kommer vagen inte langre att vara
ijamvikt. For att den ater ska viga jadmnt, maste vi ocksa ta bort 2 paket med okénd vikt frén
den vinstra vagskalen. Vi har nu fatt paketet med den okénda vikten ensamt i den ena
vagskélen. Om vi tar bort 2 paket med enkilosvikt frén den vénstra vigskalen, kommer
vagen aterigen att inte vara i jamvikt. For att den ater ska véga jamnt, maste vi ocksa ta bort
2 paket med enkilosvikt frén den hogra vagskélen. Vi har nu fétt paketet med den okdnda
vikten ensamt i den ena vagskalen. Losningen till ekvationen ar x = 1.

I detta resonemang &r det viktigt att lyfta fram att jamvikten som behalls i
l6sningsprocessen har ekvivalens mellan ekvationer som grund. Den storsta
begransningen av balansmodellen ar dess tillamplighet pa ekvationer som har negativa
l6sningar. Detta innebér att resonemanget begriansar elevernas forméga att anvinda
denna princip i olika kontexter, det vill sdga att uppleva en ekvationsstruktur.

Matematiska resonemang kan till exempel utgoras av formella skriftliga bevis for
matematiska pastdenden dér resonemanget bestér av logiska slutsatser utifran givna
definitioner, axiom och satser. Annulleringsmetoden &r en utvidgning av
balansmodellen och bestér av logiska slutsatser utifran fyra egenskaper av likhetstecknet
som avser addition, subtraktion, multiplikation och division. Annulleringsmetoden kan
anvéndas i olika varianter. Dessa exemplifieras nedan genom att anvinda foljande
ekvation:

2x+5=9

Variant 1

. 2x+5-9=0 subtrahera 9 i1 ekvationens véanstra led
e 2x-4=0 forenkling

+ 2(x-2)=0 anvéindning av distributiva lagen
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For att produkten ska vara noll maste minst en av faktorerna vara lika med noll. Detta
ger att x — 2 = 0 eftersom 2 inte kan vara lika med noll.

*  Ekvationens I6sning &r: x = 2.

Variant 2

e 2x+5-5=9-5 subtrahera bada leden med 5
+ 2x=4 forenkling

e x=2 dividera béda leden med 2

Annulleringsmetoden kan anvéndas for att 10sa vilken forstagradsekvation som helst, det
vill sdga denna metod kan anvéndas i olika sammanhang.

Overflyttningsmetoden

Man kan dra vissa logiska slutsatser (som kan bevisas med hjilp av inversa operationer)
om man ldser en ekvation genom att anvinda sig av overflyttningsreglerna. Man brukar
ocksé sdga att man flyttar Over termer fran ena sidan till den andra genom att:

*  byta tecken (man betraktar subtraktionen som addition)
eller

*  Dbytatill inversa operationer (om man inte betraktar subtraktionen som addition)
Syftet ér att separera x-termer och konstanttermer.
Obs! Man flyttar inte 6ver ndgon term utan en faktor.

Anvindningen av att “flytta 6ver” anvinds vid 16sning av ekvationer utan att resonera
med eleverna om vad det dr som hénder i processen och vilka satser/regler som anvinds
i detta resonemang. Kieran (1992) papekar att 6verflyttningsmetoden kan erfaras pa ett
helt annat sétt av eleverna genom en oreflekterad tillimpning av minnesregler. Trots att
metoden dr en kortare och snabbare version av annulleringsmetoden &r det viktigt att
borja med att utveckla elevernas forméga att se ekvationernas ekvivalensstruktur. Nér
eleverna urskiljer strukturen i en ekvation kan dverflyttningsmetoden anvandas.
Dessutom ar det viktigt att bygga ett resonemang utifran annulleringslagarna.

En 16sning av ekvationen 2x — 3 = 5x + 7 med hjélp av dverflyttningsmetoden kan
exempelvis se ut pa foljande sétt:

*  separera termerna med obekanta pa ena sidan (t.ex. hoger) genom att flytta Gver 2x
till hoger och 7 till vénster (vi byter tecken efter 6verflyttning): —3 — 7 = 5x — 2x

*  Dberdkna — 3 — 7 och 5x — 2x (dvs. reducera likformiga termer): -10 = 3x
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* dividera med koefficienten till den obekanta (3): 3

Den geometriska modellen

Den geometriska modellen kan anvéndas for forstagradsekvationer pa formen ax + b =
cx eller andragradsekvationer. Denna ekvation kan tolkas pé foljande satt:

en rektangel med ldngden a och bredden x, och didrmed arean ax, och en rektangel med
area b som adderas har samma area som en rektangel med lingden c och bredden x

Fordelen med den geometriska modellen (areamodellen) &r att den visualiserar och ger
konkret betydelse till algebraiska ekvationer, men den har nagra nackdelar. Precis som i
balansmodellen begrinsas den konkreta innebdrden till positiva varden (magnituder
eller positiva storlekar). Dessutom &r det inte en ldmplig metod for de elever som har en
svag geometrisk bas.

Forskarna (t.ex. Filloy & Sutherland, 1996) papekar att automatisering i bade balans och
areamodellen leder till felaktigheter som forknippas med den algebraiska syntaxen,
nidmligen att 14gga till eller subtrahera termer av olika grad. Exempelvis brukar eleverna
i ekvationen: 4x — 2 =x — 1, skriva: 4x + x =— 1 — 2. Eleverna gor samma sak pd bada
sidorna utan att forsta syftet med att gora detta.

I processen som skapas i klassrummet for att resonera kring en ekvationslosning ar det
viktigt att du som lérare i forvég reflekterar over vilka fradgor som kan stéllas till
eleverna samt vilka sociomatematiska normer som kommer att radda i klassrummet.

Tankbara kritiska aspekter och forslag pa variationsmonster

Négra aspekter som eleverna bor urskilja for att kunna fora ett
ekvationslosningsresonemang kan vara:

1: att urskilja ekvivalenta ekvationer (ekvationer som efter omskrivning har
samma losning)

For att eleverna ska kunna urskilja att tva eller flera ekvationer ar ekvivalenta kan ni
behalla ekvationens 16sning konstant och variera ekvationens uppkomst.

Till exempel kan eleverna undersdka om x = 2 &r 16sning till féljande ekvationer:

3x—1=2x+1

3x—-2=2x

3x-2x=2
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x—1=1

En sadan 6vning stiller krav pa elevernas forméga att resonera kring varfor dessa
ekvationer har samma 16sning samt att urskilja ekvationernas struktur. Resonera
tillsammans med eleverna om varfor dessa ekvationer &r ekvivalenta. Ni kan lyfta fram

99__9

skillnaden mellan anvéndningen av och ” < ” (ekvivalenstecknet), ndmligen att

likhetstecknet anvénds for att markera relationen mellan ekvationens hogra/vanstra led
medan ekvivalenstecknet markerar relationen mellan ekvationer i
omskrivningsprocessen.

Ni kan dven skapa en variation (kontrast) genom att visa att tva ekvationer som inte ar
ekvivalenta inte har samma 16sning.

2: att forsta vad som menas med att skilja ut/separera termerna

Det man alltid strévar efter nar man loser forstagradsekvationer &r att samla alla x-
termerna pa ena sida om likhetstecknet, och de fristdende konstanttermerna pa andra
sidan, det vill sdga att separera termerna. Det finns ingen regel for vilken sida eller i
vilken ordning man gor detta. For att forstd vad som menas med att separera likformiga
termer kan ni vélja olika kontexter, det vill sédga olika ekvationer, i vilka den obekanta
forekommer.

x+5=9
2x+5=9
2x+5=3
2x+5=4x-7

Eleverna ska inte 10sa ekvationerna utan enbart fokusera pa att separera termerna genom
att anvianda grundldggande egenskaper av likhetstecknet. Dérefter kan ni generalisera
processen som anvénds for att separera termerna i en ekvation.

3: att forsta vad som menas med att forenkla/reducera likformiga termer

For att skapa forstéelse for vad som menas med att reducera likformiga termer kan ni
skapa en variation som har sin grund i aritmetiken, ndmligen att ge eleverna mojlighet
att uppleva olika monster inom aritmetiken. Till exempel:

35+75-1=5@3+7)-1=510-1=10-5-1
36+76-1=6(3+7)—-1=6:10—1=10-6—1 osv.

Dérefter kan ni gora foljande generalisering:

3x+7x-1=xB+7)—1=x10-1=10x-1
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Pé liknande sitt kan det generaliseras att: 7x —4x +2 =3x+2
elleratt: 7x+3 —-4x+2=3x+5

En annan mojlighet ar att ni skapar en variation genom att anvinda kommutativitetet
och associativitetet. Till exempel:

2x+4+x+1=2x+x+4+1=2x+x)+ (@ +1) =3x+5
kommutativitet associativitet

4: att forsta vad som menas med att losa ut obekanta i enkla ekvationer (x +a=10
och ax =b)

For att eleverna ska forstd vad som menas med att 16sa ut obekanta i enkla ekvationer
kravs att eleverna utvecklar sin uppfattning av likhetstecknets betydelse, nimligen att
utga fran en dynamisk uppfattning till en statisk. Med andra ord, att utfora en berdkning
sa att det som finns pé bada sidor om likhetstecknet ar lika stort. Ni kan skapa variation
genom att anvinda balansmodellen.
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