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Matematik — Grundskola ak 7-9
Modul: Dynamiska matematikprogram i undervisningen
Del 4: Elevaktiviteter med GeoGebra-konstruktioner

Elevaktiviteter med GeoGebra-konstruktioner

Mats Brunstrom och Maria Fahlgren, Karlstads universitet

I denna text fokuserar vi pé aktiviteter dir eleverna sjélva gér de GeoGebra-
konstruktioner som behovs. Beroende pé hur stor erfarenhet eleverna har av GeoGebra
kan de behdva mer eller mindre stod i form av instruktioner. Det handlar alltsé om att
stotta elevers instrumentella genes sa att GeoGebra blir ett instrument for dem som de
kan anvinda i minga olika situationer. Jaimfort med att lata eleverna arbeta med
fardigkonstruerade applikationer tar det forstds mer tid i ansprak nér de ska gora egna
konstruktioner. Larare behover viga den tid det berdknas ta for elever att sjdlva gora de
konstruktioner som behovs mot méjligheten till matematiskt larande bade pa kort och
lang sikt.

Det finns flera fordelar med att 1ata eleverna gora egna konstruktioner i GeoGebra.
Forutom att de lar sig att hantera GeoGebra sa att det blir ett instrument for dem, kan
ibland sjdlva konstruktionen bygga pé och stotta den matematiska forstéelsen
(Baccaglini-Frank & Mariotti, 2010). Till exempel behdvs kunskap om definitionen av
en rektangel for att konstruera en rektangel som forblir en rektangel 4ven om vi drar i
nagot av dess horn. For att rektangeln skall bli “robust” maste konstruktionen bygga pa
att samtliga vinklar dr réta, vilket innebér att verktyget for vinkelréta linjer behdver
utnyttjas. Den fardiga konstruktionen kan sedan enkelt testas genom att dra i ndgot av
rektangelns horn. P& det hér sitter ger programmet en direkt aterkoppling och det blir
uppenbart om konstruktionen bygger mer pé visuell igenkdnning &n matematisk
forstaelse.

En annan fordel med att gora egna konstruktioner ar att det kan hjdlpa till att synliggdra
matematiska missforstand bland elever (Drijvers & Gravemeijer, 2005). Nedan foljer ett
exempel dér det blir tydligt att det inte ar tekniska problem som leder till att eleverna kor
fast. Istéllet ar det den bakomliggande matematiken, i form av kopplingen mellan
ordnade par och punkter i ett koordinatsystem, som eleverna inte verkar ha forstatt. [
episoden nedan far eleverna, efter att ha berdknat hdjden pé en solros efter en vecka,
foljande instruktion:

Lagg dven in punkten som visar solrosens ldngd efter 1 vecka (enligt berdkningen
ovan) genom att skriva koordinaterna i inmatningsféltet.

Ett elevpar borjar med att mata in "(65 cm)" och far da aterkopplingen "ogiltig indata"
fran GeoGebra (i senare versioner av GeoGebra ges en annan aterkoppling). De provar
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da istéllet att mata in ’(65)”, vilket ger ett tal (a=65) i1 algebrafonstret. Denna
aterkoppling frén GeoGebra gor att de liser instruktionerna ytterligare en gang:

Elev 1: Genom att skriva koordinaterna. [ldser instruktionen hogt med betoning pa
slutet av ordet "koordinaterna"]

Elev 2: Ska det vara flera?
Elev 1: Men det ar bara en.
Elev 2: Ar det?

Elev 1: Ja, det dr bara en hojd.

Eleverna verkar ignorera vardet pa x genom att bara fokusera pa solrosens hojd, det vill
sdga vardet pa y. Efter ytterligare diskussioner reder eleverna ut missforstdndet och
matar in (1, 65) i inmatningsfaltet. I detta exempel ser vi hur &terkopplingen "ogiltig
indata" tydliggor ett missforstdnd som eleverna sedan kan reda ut.

Detta var exempel pa mojligheter som skapas med att 1ata elever gora egna
konstruktioner men det finns forstas d&ven nackdelar. Risken &r storre att eleverna stoter
pa ovéntade problem som inte har med sjdlva matematiken att géra. Det kan handla om
problem med syntax sdsom att punkt méste anvindas som decimalkomma i GeoGebra.
Om konstruktionerna dr for komplexa &r risken stor att fokus blir pa tekniken snarare dn
pa matematiken. Nér ldrare beslutar om det ar lampligt att lata elever arbeta med ett
fardigt dynamiskt arbetsblad eller en elevaktivitet dér de dven gor egna konstruktioner ar
det viktigt att viga mojligheter mot risker.

Konstruktion av elevaktiviteter

Nedan diskuteras flera olika aspekter att reflektera kring vid utformandet av
elevaktiviteter dar elever sjdlva gor de konstruktioner som behdvs. Vi har valt att kalla
dessa aspekter for didaktiska variabler. Forskare foreslar didaktiska variabler som ett
verktyg vid utformandet av elevaktiviteter (Ruthven et al., 2009). Didaktiska variabler
handlar om viktiga designval vilka kan péverka elevers larande pa olika sétt. Vi kommer
i det foljande att diskutera nagra didaktiska variabler som kan vara vérda att reflektera
over vid konstruktion eller anpassning av elevaktiviteter.

Behov av GeoGebra-instruktioner

Beroende pa i vilken utstridckning eleverna dr bekanta med GeoGebra sedan tidigare kan
en elevaktivitet behdva innehalla mer eller mindre detaljerade instruktioner for hur
sjilva programmet fungerar. Figur 1 visar ett utdrag ur elevaktivieten Rdta linjens
ekvation. 1 detta exempel utgér vi frén att eleverna inte tidigare arbetat med GeoGebra
varfor aktiviteten inleds med en rad utforliga instruktioner. Syftet ér hér att eleverna,
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forutom att ldra sig matematik, skall utveckla fortrogenhet med att anvdnda programmet.
Exempelvis lir de sig att det automatiskt skapas glidare da en formel matas in i
Algebrafonstret, hur instdllningen av en glidares grianser och steglangd gors och hur
vérdet pa glidaren dndras samt hur tal i decimalform skrivs i GeoGebra.

H Mata in y = kx + m i inmatningsfiltet.

Nu har det &ven skapats tvd sé kallade glidare, k och m, i Algebraftnsiret.

B Andra instillningarna pa glidarna genom att:

o Klicka pa = (till hoger om respektive glidare) och vilj “Tnstillningar”
o Idetnya fonstret till hdger, vilj "Glidare™

Min

o Stdll in bada glidarna pé foljande sétt:
Max
Steglangd

OBS! Som decimalkomma anvéinds punkt! 05
o Stdng det nya fonstret genom att klicka pA * (i fonstrets dvre hogra horm).
L "Dra” in linjens ekvation frin Algebrafonstret till Ritomradet.
B still in glidare m pa virdet 0 (genom att dra i punkten pa glidaren).

1. Undersok, genom att dra glidare k hur vérdet pa k paverkar linjen. Testa 4ven negativa virden pd .
Beskriv med egna ord:

Figur 1.
Utdrag ur elevaktiviteten Rdta linjens ekvation

Naturligtvis dr det viktigt att anpassa instruktionerna efter aktuell elevgrupp. Da larare
ska anvénda en befintlig elevaktivitet kan instruktioner behdva lédggas till eller tas bort.
En viktig didaktisk variabel att reflektera kring ar alltsd hur utforliga GeoGebra-
instruktionerna behdver vara.

Losning med eller utan digitalt verktyg

Att l6sa en uppgift med eller utan ett digitalt verktyg innebér oftast olika
16sningsstrategier, vilka i sin tur erbjuder olika mdjligheter till larande. Om eleverna till
exempel ska konstruera en funktionsgraf sa kravs bara ndgra knapptryckningar for att
gora detta i GeoGebra. Om vi jaimfor detta med vad som krévs for att géra detsamma
utan ett digitalt verktyg sa inser vi att det handlar om tvé helt olika strategier, vilka
erbjuder olika mojligheter till larande. Har dr det viktigt att som ldrare vara klar Gver
syftet med uppgiften. Om till exempel syftet &r att eleverna skall uppticka egenskaper
hos funktioner kan det vara bra om de kan anvéinda GeoGebra for att snabbt konstruera
ett stort antal funktioner som kan jédmforas. Om déremot syftet ar att ge 6kad forstaelse
for att en graf bestar av punkter som alla uppfyller ett givet villkor kan det vara ldrorikt
att konstruera grafen for hand med hjélp av en vérdetabell (dven om detta ocksa kan
goras med GeoGebra).
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I matematikundervisningen ska eleverna bland annat konstruera geometriska objekt
bade utan och med digitala verktyg. Ett exempel pa en uppgift dir 16sningsstrategierna
ar skilda men dér sjédlva konstruktionen i GeoGebra kan bidra till kat larande &r
konstruktionen av en rektangel (som diskuterats tidigare). Det dr mdjligt att rita en
rektangel for hand (med papper och penna) utan att vara medveten om dess egenskaper,
det ricker att kinna igen dess form. For att konstruera en “’robust” rektangel i GeoGebra
krévs diremot djupare kunskaper. I samband med detta kan skillnaden mellan definition
och egenskap diskuteras. I det hér fallet dr egenskapen att sidorna &r parvis parallella en
foljd (implikation) av definitionen att samtliga vinklar ar rita. For att det skall bli en
”robust” konstruktion maste den bygga pé definitionen, det ricker inte med att det ar
parvis parallella sidor.

Vi har nu sett exempel pa hur en och samma uppgift kan erbjuda olika mdjligheter till
larande beroende pa om den 16ses med eller utan digitalt verktyg. Manga ganger kan det
vara vardefullt att genomfora samma uppgift badde med och utan ett digitalt verktyg.
Forskning visar att det kan vara véirdefullt for elever att jimfora olika sétt att 16sa
uppgifter for att fa en 6kad forstéelse for den aktuella matematiken (Kilpatrick et al.,
2001). Det blir viktigt for larare att avgdra om en uppgift skall 16sas med digitialt
verktyg, for hand med papper och penna eller bade och. Detta dr dnnu ett exempel pa en
didaktisk variabel att reflektera 6ver. Ménga ganger kan detta val hdnga ihop med vilken
representationsform som ar lampligast att anvénda.

Olika representationsformer

Att kunna anvinda och se samband mellan olika representationsformer &r viktigt for att
utveckla en god begreppsforstielse i matematik (Kilpatrick et al., 2001). Dynamiska
matematikprogram ger nya mojligheter att tydliggéra kopplingen mellan olika
representationsformer sasom algebraisk och grafisk. I elevaktiviteten i figur 2 ska
eleverna i uppgift 1 forst 10sa en uppgift algebraiskt utan digitalt verktyg. Dérefter ska
eleverna reflektera 6ver hur samma uppgift kan 16sas grafiskt med hjélp av GeoGebra. I
uppgift 2 ska de forst 16sa en uppgift grafiskt och darefter 16sa samma uppgift
algebraiskt genom att stélla upp en ekvation. I de efterfoljande uppgifterna i aktiviteten
ingdr bade grafiska och algebraiska 16sningar och eleverna uppmuntras att géra
kopplingar mellan de bada 16sningsmetoderna. Valet av representationsform blir ddrmed
en viktig didaktisk variabel.
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For att samla in pengar till en klassresa har klass 9b pad Gotteskolan bestdmt sig for att hyra ett bord och
sdlja godis. Det kostar 100 kr att hyra ett bord. De képer in godis for 40 kr per kg. Den totala kostnaden
bestar alltsd av en fast kostnad pa 100 kr samt en rorlig kostnad pa 40 kr per kg.

1. a) Vad blir den totala kostnaden om klassen koper in 10 kg godis?
Lét y vara den totala kostnaden i kr och x vara antalet kg godis som kdps in.
b) Skriv en formel som beskriver hur totala kostnaden beror av antalet kg godis som kdps in.
Sambandet kan dven visas grafiskt. Vi ska nu anvinda GeoGebra for att gora detta.
B Skriv din formel som du kom fram till ovan (1b) i inmatningsfiltet.
OBS! For att kunna se grafen (linjen) behover axlarna justeras:
o Markera|+*| och klicka darefter pa den axel som du vill justera och dra i den.
B Ligg in en punkt nigonstans pa grafen genom att:

o Klicka pa punktverktyget |E och darefier pa grafen
OBS! se till att punkten “fister” vid grafen.
K Flytta punkten lings grafen genom att:

o Klicka pa och dra sedan i punkten.
o Studera samtidigt hur punktens koordinater dndras i Algebrafonstret.
¢} Beskriv hur du kan anviinda punkten for att kontrollera din berdkning i 1a).
2. a) Bestiim, genom att flytta punkten, hur mycket godis klassen kan kpa in om de bara har 700 kr att
investera.

b) Bestdm, genom att stélla upp och losa en ekvation, hur mycket godis klassen kan kdpa in om
de bara har 700 kr att investera. Jimfor darefter med ditt svar i 2a).

Figur 2.
Utdrag ur elevaktivitet som handlar om linjéra funktioner

Matematiska forklaringar

Ett sitt att uppmuntra elever att ga fran visuella observationer till matematisk forstaelse
kan vara att be dem ge en matematisk forklaring till sina observationer. Dock &r det
viktigt att det verkligen finns négot att forklara dé forklaringar efterfragas och att
eleverna har de forkunskaper som krévs for att kunna ge en forklaring. Ibland kan det
dérfor racka med att be dem beskriva vad som sker pa skdrmen. Att avgdra nir det &r
lampligt att be elever att forklara &r ytterligare en didaktisk variabel.

Olika typer av uppgifter

Négra uppgiftstyper som ldmpar sig vil for den typ av elevaktiviteter som behandlas i
denna text diskuteras nedan.

Undersokande uppgifter. Vi har tidigare visat exempel pa uppgifter dar elever
uppmuntras att anvinda GeoGebra for att undersdka och upptéicka ndgot matematiskt
samband. I figur 1 ges ett exempel dir eleverna ska anvénda glidaren for att undersoka
hur grafen till funktionen f(x) = kx + m paverkas av vérdet pa parametern &, da vardet
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pa parametern m &r noll, och beskriva detta med egna ord. I den efterkommande
uppgiften ska eleverna testa sin hypotes for andra virden pa parametern m och vid
behov revidera hypotesen. Dérefter kan det bli aktuellt att 4ven be om en forklaring till
varfor virdet pa k paverkar grafen pa detta sitt. Med andra ord blir den didaktiska
variabeln om vi ska be om en forklaring eller inte aktuell.

Gissa och testa. 1 exemplet pa en undersdkande uppgift ovan uppmanas eleverna att
stéilla en hypotes effer att de gjort en undersokning, som de dérefter fir testa och
eventuellt dven forklara. Ett alternativ &r att lata eleverna forst formulera en hypotes
(genomtinkt gissning) som de darefter far testa med GeoGebra. Pa detta sitt uppmuntras
eleverna att sitta sig in i den matematiska situationen innan de borjar undersoka med
GeoGebra. Forskning visar att det &r viktigt att eleverna formulerar sina hypoteser
explicit, gdrna skriftligt (t.ex. Arcavi & Hadas, 2000). Exemplet ovan skulle kunna
goras om till denna typ av uppgift genom att be eleverna att forst reflektera 6ver och
formulera hur de tror att parametern k paverkar grafen. Darefter far de anvinda
GeoGebra for att testa sin gissning.

Konstruera exempel. Exempel spelar en central roll i matematikundervisningen. Oftast
presenteras de av ldrare eller larobok som demonstration av begrepp och procedurer.
Dock visar forskning att elevers engagemang och kreativitet kan 6ka om de far
konstruera egna exempel utifran givna villkor (Watson & Mason, 2005). Det kan
exempelvis handla om att konstruera ett eller flera exempel pa en funktion som har vissa
egenskaper. Tillgangen till dynamiska matematikprogram kan gynna denna uppgiftstyp
genom att elever enkelt kan testa och eventuellt justera sina forslag. For att illustrera
uppgiftstypen ska vi diskutera nagra alternativ till att be elever rdkna ut arean av olika
givna trianglar. Hér &r det enkelt att vinda pa uppgiften och istéllet be eleverna ge
exempel pa trianglar som uppfyller vissa villkor, till exempel

*  Anvénd polygonverktyget for att rita en triangel i GeoGebra (med rutnétet synligt)
som har arean 12 ae. Anvdnd métverktyget for area for att kontrollera ditt svar.
+  Andra triangeln s4 att du far en ny triangel med samma area.

+  Andra triangeln s att du fr en ny triangel med samma area genom att endast flytta
ett av triangelns horn.

+  Andra triangeln sa att basen blir mindre samtidigt som arean blir densamma.
»  Konstruera en triangel med arean 12 ae som é&r vildigt olik era tidigare trianglar.
*  Konstruera en triangel med arean 12 ae som ni tror att ingen annan elev i Sverige

skulle konstruera om de fick samma uppgift.

Detta &r exempel pa dppna uppgifter dar det egentligen finns oéndligt manga olika
trianglar som eleverna kan ange som svar. Hér finns ingen given triangel att utga ifran
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vilket gor att det stélls storre krav pé kreativitet och matematisk forstéelse for att 16sa
uppgifterna. Dessa uppgifter lampar sig sédrskilt bra som par- eller gruppuppgifter
eftersom de kan ge stora mojligheter till givande matematiska diskussioner. Mojligheten
(och uppmaningen) att testa svaren i GeoGebra gor att ett felaktigt forslag som énda &r
pa ratt vig kan ge upphov till givande diskussioner kring hur triangeln kan dndras for att
fa den 6nskade arean. Nir eleverna ska konstruera nya trianglar behover de reflektera
kring vilka foréndringar de kan gora utan att arean fordndras.

Naturligtvis finns det flera lampliga uppgiftstyper som kan vara aktuella. De ovan
ndmnda dr exempel pa uppgiftstyper som kan anvindas for att uppmuntra eleverna att
stdlla hypoteser som de dérefter far testa och eventuellt dven forklara. Uppgiftstyperna
bygger pa att eleverna kan tolka den aterkoppling som GeoGebra ger, ndgot som ibland
kan vara en utmaning. Det finns studier som visar att elever i storre utstrackning kan
tolka aterkopplingen fran GeoGebra om de har formulerat egna hypoteser som de testar
(Olsson, 2018).

Valet av uppgiftstyp kan ses som en didaktisk variabel. Exempelvis ar det viktigt att
reflektera kring om eleverna ska stilla en hypotes effer att de gjort en undersokning eller
om de forst ska formulera en hypotes som de darefter fér testa med GeoGebra.

Den typ av elevaktiviteter som beskrivs i denna del tar lite langre tid att genomf6ra och
en relevant fréga blir naturligtvis om det ar vért att lagga s& mycket tid pa en aktivitet.
Har vill vi lyfta fram mojligheten att arbeta med formagorna. Oftast ger arbetet med en
aktivitet elever mdjlighet att utveckla flera formagor. Nér det géller att bestimma sig for
om en aktivitet ska anvindas eller inte kan det dérfor vara viktigt att reflektera kring
vilka formégor som kan aktiveras.

Matematiska formagor

Vid ett flertal tillfdllen har vi, bdde i denna del och tidigare delar, berort hur
anvéndandet av GeoGebra kan frémja elevers lérande pé olika sétt. Som avslutning pa
modulen diskuteras kortfattat anvindandet av GeoGebra kopplat till var och en av de
matematiska formagor som lyfts fram i kursplanen.

Resonemangsformdgan. Vi har i texterna vid ett flertal tillfallen podngterat att GeoGebra
gor det mojligt for elever att undersoka och sjdlva uppticka ménga av de matematiska
samband som ingar i grundskolans matematikkurser. Nér elever arbetar med
undersokande aktiviteter kan de uppmanas att forutséga, hitta monster, stilla hypoteser,
motivera, generalisera, forklara och eventuellt 4&ven bevisa. Det kan med andra ord
skapas forutséttningar att utveckla elevers resonemangsforméga.
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Kommunikationsférmdgan. Arbete med GeoGebra kan @ven skapa goda forutséttningar
for en matematiskt grundad kommunikation. Det kan exempelvis handla om att muntligt
eller skriftligt beskriva matematiska samband som synliggdrs med hjilp av GeoGebra
eller att jamfora och diskutera olika tolkningar av vad som hénder pa skdrmen. Samtliga
uppgiftstyper som ndmns i avsnittet ovan lampar sig vl for att genomforas i par eller
mindre grupper och ger goda méjligheter till matematisk kommunikation. Exempelvis ér
chanserna stora att eleverna kommer fram till olika forslag som de sedan kan jamfora
och diskutera nir de ska ge exempel dér vissa villkor ar uppfyllda.

Problemlosningsformdgan. Tillgangen till dynamiska matematikprogram skapar nya
mdjligheter att arbeta med problemlosningsformagan pé flera olika sitt. Tack vare att
GeoGebra ir ett kraftfullt berdkningsverktyg kan ofta mer realistiska problem ges dér de
numeriska virden som ingér inte behdver anpassas for att undvika berdkningsproblem.
Det skapas ocksé mojligheter att konstruera nya problem dér klassiska
problemldsningsstrategier som leta efter ett ménster och gissa och testa kommer till
anvindning. Aven strategin rita en figur kan f nytt liv genom enkelheten att testa olika
hjélplinjer i en geometrisk figur.

Begreppsformdgan. GeoGebra ger nya mojligheter nir det galler att dynamiskt
visualisera abstrakta matematiska begrepp. Vi har tidigare i denna text lyft fram
kopplingen mellan begreppsforstaelse och formégan att representera matematiska objekt
pa olika sétt och att se kopplingen mellan dessa representationsformer. Den dynamiska
kopplingen mellan olika representationsformer som GeoGebra erbjuder blir darfor ett
viktigt hjalpmedel for att ge elever forutsittningar att utveckla sin begreppsformaga.
Aven méjligheten att anvinda GeoGebra for att undersdka samband mellan olika objekt
ar viktig att lyfta fram i detta sammanhang.

Procedurférmdgan. Denna formaga innefattar bade att kunna utfora berdkningar for
hand och med hjilp av digitala verktyg. Att kunna anvdnda GeoGebra for att utfora
vissa berdkningar kan alltsé ses som en del av procedurférmagan. Dessutom kan
GeoGebra gynna procedurformagan indirekt genom att det finns manga dynamiska
arbetsblad som har skapats for fardighetstraning.

Referenser

Arcavi, A. & Hadas, N. (2000). Computer mediated learning: an example of an
approach. International Journal of Computers for Mathematical Learning, 5(1), 25—45.

Baccaglini-Frank, A. & Mariotti, M. A. (2010). Generating conjectures in dynamic
geometry: the maintaining dragging model. International Journal of Computers for
Mathematical Learning, 15(3), 225-253.

Elevaktiviteter med GeoGebra-konstruktioner November 2022
https://larportalen.skolverket.se 8 (9)



Skolverket

Drijvers, P. & Gravemeijer, K. (2005). Computer algebra as an instrument: examples of
algebraic schemes. I D. Guin, K. Ruthven & L. Trouche (red.), The didactical Challenge
of Symbolic Calculators Turning a Computational Device into a Mathematical
Instrument (s. 174—196). Springer.

Kilpatrick, J., Swafford, J. & Findell, B. (2001). Adding it up: helping children learn
mathematics. National Academy Press.

Olsson, J. (2018). The contribution of reasoning to the utilization of feedback from
software when solving mathematical problems. Infernational Journal of Science and
Mathematics Education, 16(4), 715—735.

Ruthven, K., Laborde, C., Leach, J. & Tiberghien, A. (2009). Design tools in didactical
research: instrumenting the epistemological and cognitive aspects of the design of
teaching sequences. Educational Researcher, 38(5), 329-342.

Watson, A. & Mason, J. (2005). Mathematics as a constructive activity: learners
generating examples. Routledge.

Elevaktiviteter med GeoGebra-konstruktioner November 2022
https://larportalen.skolverket.se 9(9)



	Matematik – Grundskola åk 7–9
	Modul: Dynamiska matematikprogram i undervisningen
	Del 4: Elevaktiviteter med GeoGebra-konstruktioner
	Elevaktiviteter med GeoGebra-konstruktioner
	Konstruktion av elevaktiviteter
	Behov av GeoGebra-instruktioner
	Lösning med eller utan digitalt verktyg
	Olika representationsformer
	Matematiska förklaringar
	Olika typer av uppgifter

	Matematiska förmågor
	Referenser


