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Modul: Undervisa matematik utifran férmagorna
Del 5: Resonemangsformaga

Resonemangsformaga

Orjan Hansson, Hogskolan Kristianstad

Resonemangsforméga handlar om att utveckla ett logiskt och systematiskt tinkande for
att fora, folja och vérdera matematiska resonemang. Det kan berdra ménga andra
formagor och till exempel knyta an till matematiska begrepp och metoder,
16sningsforslag till problem och modelleringssituationer. Resonemangsférmaga innebér
att kunna urskilja de grundlédggande idéerna i ett matematiskt resonemang och sérskilja
centrala delar fran detaljer och barande idéer fran teknikaliteter. Till
resonemangsformaga hor dven en kreativ komponent i att formulera och undersoka
hypoteser, generalisera och sammanlinka olika kunskaper och idéer.

Om vi betraktar resonemang vid problemldsning sa innefattar problemlosningsformagan
att stélla upp och losa problem och utforma olika strategier, medan
resonemangsformagan omfattar gjorda antaganden, barande idéer samt insikten om en
strategi kan leda till ett korrekt 16sningsforslag (Niss & Hgjgaard, 2011). Det handlar
dven om att forsta vad ett matematiskt bevis dr och hur det skiljer sig fran matematiska
resonemang baserade pa intuition eller olika exempel, och att kunna omvandla
informella resonemang till generella pastdenden och faktiska bevis.

I princip kan rena rutinberdkningar falla inom resonemangsférmégan — vad en elev
uppfattar som en rutinberékning kan en annan elev uppfatta som en krdvande uppgift.
Kunskap om och genomforandet av berdkningen kan hér réknas till procedurférmagan
medan analys, dverblick och giltighet av berékningarna réknas till
resonemangsformégan.

Resonemangsformagan &r alltid relevant da vi bedomer giltigheten av matematiska
pastdenden. Det kan handla om giltigheten av regler och satser, men ocksd om ett svar
till en friga eller uppgift ar riktigt, eller om en problemstéllning eller en fraga ar
sakenlig. Resonemangsformégan ar betydelsefull i samband med problemlésning och
modellering och stér i nira relation till problemldsningsféormagan och
modelleringsformagan.

Resonemangsformaga enligt TIMSS

Trends in International Mathematics and Science Study, TIMSS, omfattar mer dn 60
lander och genomfors vart fjarde ar. Studierna ar betydelsefulla fér manga landers
matematikundervisning och det ar intressant att se hur man dér ser pa
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resonemangsformaga. De situationer dir man bedomer resonemangsformaga ar da
eleven ska:

*  analysera situationer och gora meningsfulla slutsatser utifrén given information
+  generalisera pastaenden och forhéllanden utifran specifika exempel

+  gora kopplingar mellan olika kunskaper och matematiska idéer

*  motivera, forklara och bevisa pastdenden

»  losa uppgifter som inte ar rutinuppgifter

Dessa fem punkter 4r en kortfattad sammanstéllning av de beddmningsramar som
anvindes for resonemangsformaga vid TIMSS 2011 och beskrivs i detalj av Mullis,
Martin, Ruddock, O’Sullivan och Preuschoft (2009).

Induktiva och deduktiva resonemang
I samband med matematiska resonemang &r det vanligt att skilja pa induktiva och

deduktiva resonemang. Induktiva resonemang ska inte férvixlas med matematisk
induktion som &ir en bevismetod kopplat till induktionsaxiomet och naturliga tal.

Induktiva resonemang

Induktiva resonemang innebér att man sluter sig till ett generellt samband efter att ha
studerat ett antal enskilda fall. Det &r en kunskapsprocess dar man blir varse om det
allméinna utifran det enskilda; denna typ av resonemang &r central inom naturvetenskap
dé man bygger sina allménna teorier frdn observationer, experiment. I matematik kan
induktiva resonemang anvindas da man stiller upp hypoteser om ett forhallande, som
att vinkelsumman i en triangel &r 180° efter att ha undersokt ett antal trianglar eller att
summan av tvd udda tal blir ett jimnt tal efter att ha provat olika exempel.

Deduktiva resonemang

Deduktiva resonemang dr utmérkande for matematik och innebér att man utifrén givna
regler och kidnda forhallanden genom en kedja av argument kan dra olika slutsatser eller
bevisa giltigheten av pastaenden. Man gar, i motsats till induktiva resonemang, fran det
allménna till det enskilda fallet.

Nér det géller vinkelsumman i en triangel sa kan man med hjilp av Figur 1 fora foljande
deduktiva resonemang;:

Drag tva parallella linjer genom basen och det motstdende hornet i triangel. Vinkeln pa
den réta linjen, markerad orange, &r 180°. Alternatvinklar, a respektive b, ér lika stora.

Féljaktligen ir vinkelsumman i en triangel 180°.
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Figur 1

[lustration av ett deduktivt resonemang om vinkelsumman i en triangel

For péstadendet att summan av tva udda tal blir ett jimnt tal sa kan ett deduktivt
resonemang innebéra att man betraktar tva godtyckliga udda tal 2m+1 och 2n+1 for att
konstatera att dess summa (2m+1)+(2n+1) = 2(m+n+1) alltid blir ett jimnt tal. Andra
exempel pa deduktiva resonemang kan vara som i nedanstiende fall ddr man Ioser en
ekvation. I detta fall ar forstaelsen av den deduktiva processen och metodens giltighet
kopplad till resonemangsférmégan:

5x*+19x—45 = S5x(x+2) (Multiplicera in 5x i parentesen)
5x*+19x-45 = 5x*+10x (Subtrahera med 5x?)

19x—45 = 10x (Addera 45 och subtrahera 10x)
9x =45 (Dividera med 9)

x=5

Satt resonemangsformaga i fokus

Det finns en risk att elevers resonemang och slutsatser blir osammanhéngande i den
dagliga matematikundervisningen. For att elever ska utveckla sin férmaga att
sjalvstandigt genomfora matematiska resonemang &r det vasentligt att de far stod med
att tydliggora sina resonemang. Det kan ske genom att skapa situationer déir
resonemangsformaga stér i fokus och lararen far mdjlighet att kommentera och
komplettera elevers resonemang for att tydliggdra centrala idéer och nér sa &r 1ampligt
lyfta fram deduktiva resonemang (Niss & Hgjgaard, 2011).

Diskussioner om matematiska resonemang kan till exempel initieras med hjélp av
nedanstéende tre uppgifter.

Uppgift 1

Elin tar med sig en termos hett kaffe till sin arbetsplats. Hon héller upp en kopp kaffe
varannan timme och kan med en IR-termometer konstatera att virmen sjunker med

10 % for varje kopp. Hennes arbetskamrat Fabian drar slutsatsen att kaffets temperatur
minskar med 5 % per timme.
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Hur resonerar Fabian? Ge exempel pé situationer dér det gér bra att resonera som Fabian
gor. Hur skiljer de sig fran fallet med Elins termos?

Uppgiften sitter ett resonemang i fokus och skapar forutséttningar for att diskutera och
analysera matematiska resonemang som knyter an till linjéra och exponentiella forlopp.

Uppgift 2
Martina har missat en matematiklektion och fatt Idna Adams anteckningar. Dér stéar
foljande berdkningar utan vidare kommentarer:

5x?-30x+46
5(x*—6x)+46
5(2-23x+32-3%)+46
5((x-3)-32)+46
5(x-3)2-45+46
5(-3)2+1

Vilka fragestéllningar kan ligga till grund for berdkningarna? Hur gér du tillvéga for att
genomfdra motsvarande berdkningar om du till exempel utgar fran 3x*+12x+11? Vad
kan du dra for slutsatser om 3x?+12x+11 efter att ha genomfort beridkningarna? Vad blir
motsvarande berikningar i det allménna fallet ax2+bx+c och vad kan man da utldsa om
polynomet?

I samband med uppgiften kan man diskutera vilka idéer och centrala resonemang som
ligger till grund for berdkningarna och vilken information om polynomet som
kvadratkompletteringen ger och hur detta kan utnyttjas och generaliseras. Eleverna kan
arbeta med uppgifter av ovanstdende typ i mindre grupper for att under lararledd
diskussion redovisa sina resonemang och slutsatser i klassen.

Elevers resonemangsforméga kan med fordel utvecklas genom att de arbetar med
undersdkande aktiviteter som inte dr av rutinkaraktir. Det kan ske som i exemplen ovan
dér de far analyserar olika tankegangar och diskutera och generalisera centrala idéer och
resonemang. Det kan &ven ske i samband med problemlésning och modellering dé
resonemangsformaga alltid &r betydelsefull i dessa sammanhang.

Uppgift 3
Ta ett tvasiffrigt tal och vind sifferfoljden. Du har nu tva tal. Subtrahera det mindre talet
frén det storre. Vad kan du sdga om resultatet?
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Har far eleverna mojlighet att stélla upp hypoteser som de undersoker och forsoker
bevisa. Eleverna blir hér intellektuellt utmanade och far tillfélle att upptécka, analysera,
forklara, och generalisera (Lin et al., 2012). Nedan sammanfattas nagra av de principer
som Lin m.fl. (2012) lyfter fram i dessa sammanhang.

Forsta principen

*  Framja en produktion av hypoteser genom att ge elever mojlighet att folja upp och
reflektera Over sina observationer.

Med observationer menas hér ett systematiskt undersokande av olika fall for att dra
slutsatser och gora generaliseringar. Elevernas hypoteser kan vara felaktiga och mindre
meningsfulla. Det dr dérfor betydelsefullt att de far mojlighet att reflektera 6ver den
process som leder fram till deras antaganden for att justera och vidareutveckla sina
hypoteser.

Andra principen

*  Stdd en klassificering av hypoteser.
Betrakta foljande pastaenden

- summan av tre pa varandra foljande positiva heltal &r delbar med 6 och

- det finns tre pé varandra foljande tal vars summa é&r delbar med 6.

Den forsta hypotesen ér ett allmént pdstdende och kan forkastas med ett motexempel
som 2+3+4. Den andra hypotesen handlar om existens och kan bekréftas med ett
exempel som 1+2+3. Genom att skilja pa allminna pastdenden och pastdenden om
existens kan man tydliggora vad som kravs for att avgora giltigheten av en hypotes och
trina resonemang som omfattar motexempel, exempel och bevis.

Tredje principen

+ Latelever ta del av varandras hypoteser och bevis.

Om elever endast kommer i kontakt med de bevis som star i liroboken eller ges av
lararen sa kan det leda till missuppfattningen att det &r firdiga resonemang som de ska
komma ihag istdllet for att se det som ett av flera mdjliga sétt att resonera. Det dr darfor
betydelsefullt att elever far mojlighet att arbeta med uppgifter dar de sjélva konstruerar
bevis och att deras olika resonemang stér i fokus och tas upp till diskussion.
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