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Matematik — Gymnasieskola
Modul: Dynamiska matematikprogram i undervisningen
Del 2: Demonstration i helklass

GeoGebra som demonstrationsverktyg

Mats Brunstrom och Maria Fahlgren, Karlstads universitet

I denna text fokuserar vi pa hur larare kan anvanda GeoGebra for att dynamiskt
visualisera matematiska samband i helklass. Drijvers et al. (2010) har studerat hur olika
larare véljer att orkestrera en helklassundervisning dar alla kan félja vad som hander pa
skarmen. De skiljer pa lararcentrerade och elevcentrerade satt att demonstrera
matematiska samband i helklass. I den lararcentrerade demonstrationen ’explain-the-
screen’, dr det lararen som forklarar vad som hiander pa skdrmen med fokus pa det
matematiska innehallet. Denna typ av orkestrering motsvarar en traditionell lararstyrd
genomgang vid tavlan. Skillnaden &r att lararen nu har méjlighet att dynamiskt
visualisera det matematiska innehallet. En annan lararcentrerad demonstration som
forekom frekvent i studien av Drijvers et al. var "technical demo’, dér ldraren fokuserade
pa hur det digitala verktyget fungerar.

Drijvers et al. fann &ven att lararna ibland anvénde det digitala verktyget for att 6ka
interaktionen med eleverna sa att det blev en diskussion kring vad som héande pa
skdrmen. I denna elevcentrerade demonstration, ’discuss-the-screen’, uppmuntrar
lararen eleverna att stélla hypoteser som sedan kan testas. Det kan exempelvis handla
om att gissa vad som hander med en funktionsgraf da vardet pa en parameter andras.
Den direkta aterkopplingen som ett dynamiskt matematikprogram erbjuder kan
stimulera denna typ av helklassdiskussioner. Naturligtvis ar det manga aspekter som blir
avgorande for vilken typ av diskussion det blir, inte minst vilka klassrumsnormer som
rader. Skolforskningsinstitutet lyfter fram *utforskande samtal’ som efterstravansvarda
vid helklassdiskussioner i matematikundervisningen (Fredriksson et al., 2017). | dessa
samtal uppmuntras eleverna till ggmensamma matematiska resonemang dar de
engageras i varandras idéer for att uppna en gemensam forstaelse. Léararen kan stodja
denna typ av samtal genom ... att stdlla 6ppna fragor, lyssna noga pé och ta tillvara
elevernas matematiska idéer, liksom att uppmuntra elevernas engagemang i andra
elevers matematiska idéer” (Fredriksson et al., 2017, s. XI).

Aven om den elevcentrerade demonstrationen ar efterstravansvard sa stéller den storre
krav pa lararen eftersom den blir mer of6rutsagbar, det vill saga det blir svarare att
forutse vilka diskussioner som uppstar. Detta kan aven innebara att lararen behover vara
beredd pa att anvanda det digitala verktyget pa ett satt som inte var planerat fran borjan.
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Applikationer

Ett vanligt begrepp for fardigkonstruerade demonstrationer i GeoGebra ar applikationer
eller appar. | denna text anvander vi i huvudsak begreppet applikationer nér vi syftar pa
fardigkonstruerade demonstrationer.

For att visualisera och diskutera matematiska samband i helklass behdver lararen
antingen gora en egen konstruktion i GeoGebra eller utnyttja nagon av alla de
fardigkonstruerade applikationer som andra anvandare av GeoGebra har delat pa
www.geogebra.org. Aven om det finns ménga bra applikationer p& svenska sé kan det
vara intressant att anvanda nagon applikation pa annat sprak. Till exempel finns det
manga val genomarbetade applikationer pa engelska som kan vara lampliga att anvanda.
Ibland kan en befintlig demonstration behéva anpassas for att fungera bra i en viss klass.
For att en klassrumsdiskussion skall bli elevcentrerad behovs vél genomtankta fragor.
Nedan diskuterar vi lampliga fragor att stéalla utifran tre olika exempel.

Exempel 1

Det forsta exemplet, konstruerat av Jonas Hall, handlar om slumpmassiga forsok i form
av den summa som fas vid kast med tarningar samt hur sannolikhetsfordelningen véxer
fram da antalet forsok okar. Applikationen ar konstruerad sa att antalet tarningar och
antalet sidor pa tarningarna kan varieras. Det & mojligt att gora ett eller 100 kast at
gangen. | figur 1 visas exempel pa resultat vid 10 respektive 1000 tarningskast. En
helklassdiskussion dar applikationen anvands kan forstas orkestreras pa manga olika
satt, bland annat beroende pa elevernas kunskapsniva och radande klassrumsnormer.
Nedan diskuteras nagra tankbara satt att mojliggéra en elevcentrerad demonstration.

Figur 1.

Dynamisk applikation som simulerar kast med tarningar (se
https://www.geogebra.org/m/xg9kpw25#material/uw9abccq)
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Innan applikationen anvands, kan lararen engagera eleverna genom att be dem i
par/grupp att diskutera vilken summa de tror ar vanligast vid kast med tva 6-sidiga
tarningar. En fordel med de specifika valen (tva 6-sidiga tarningar) &r att det ar nagot
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som de flesta elever troligtvis kan relatera till. Férhoppningsvis blir eleverna motiverade
att se vad som hander nér vi paborjar simuleringen. Om resultatet efter 10 kast liknar det
i figur 1, blir troligtvis manga elever forvanade, vilket i sin tur kan leda till intressanta
diskussioner. Har kan det vara lampligt att lata eleverna diskutera vad de tror att
resultatet beror pa innan de far diskutera hur resultatet bor se ut efter 100 kast, 200 kast
och sa vidare. Nar exempelvis 1000 tarningskast simulerats och diagrammet liknar det
till hoger i figur 1 kan det vara lage att lata eleverna forsoka forklara varfor resultatet ser
ut som det gor. Ett nasta steg kan vara att 6ka antalet tarningar och/eller antalet sidor pa
varje tarning.

Exempel 2

Nasta exempel, se figur 2, &r konstruerat av Tim Brzezinski och ar pa engelska.
Applikationen handlar om halveringstid och exponentiellt avtagande. Nar glidaren Slide
Me Slowly! dras, visas succesivt hur y-vérdet halveras och att halveringstiden ar
densamma vid varje halvering. Det finns d&ven mojlighet att variera halveringstiden, med
glidaren Half-Life, samt att andra startvdrdet genom att flytta punkten Initial Amount. |
anslutning till applikationen finns en kort video dar konstruktdren visar hur
applikationen &r ténkt att anvandas.

Figur 2.

Dynamisk applikation for illustrering av halveringstid, se
https://www.geogebra.org/m/GMvvpwrm#material/Y m5NQWJp
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For att fa eleverna engagerade kan det vara fordelaktigt att stalla fragor dar eleverna far
diskutera och komma med forslag som sedan kan testas. Till exempel kan eleverna fa
diskutera hur grafen andras om halveringstiden minskar. Eventuellt kan &ven fragan vad
som hander med halveringstiden om startvardet minskar stallas, da detta kanske inte ar
sjalvklart for alla elever.
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Exempel 3

Den information som synliggdrs i en applikation kan spela stor roll for vilken typ av
fragor som ar lampliga att stélla. Denna applikation utgar fran en exponentiellt
avtagande graf for att demonstrera att halveringstiden ar konstant. Om lararen istéllet
vill visa hur grafen véxer fram &r det inte 6nskvart att grafen visas fran borjan. Det kan
da vara idé att utnyttja mojligheten att anpassa en befintlig applikation. | denna
applikation kan grafen déljas och i stéllet goras mojlig att ta fram via en kryssruta, se
figur 3.

Figur 3.

Anpassad version av dynamisk applikation for illustrering av halveringstid, se
https://www.geogebra.org/m/GMvvpwrm#material/Ym5SNQWJp
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Om grafen &r dold kan andra fragor diskuteras. En forsta fraga att diskutera kan vara hur
grafen kommer att se ut. Darefter kan de nya punkterna tas fram stegvis efter att
eleverna har fatt diskutera var de tror att de nya punkterna hamnar. Om &ven punkternas
koordinater synliggdrs, som i figur 3, kan elevernas forslag uttryckas mer exakt med
numeriska varden. | den anpassade applikationen &ar dven text dversatt till svenska och
viss text borttagen.

Exempel 4

For att konstruera de applikationer som har diskuterats ovan Kravs viss vana att arbeta
med GeoGebra. Vi avslutar med ett exempel pa en applikation som &r betydligt enklare
att konstruera. Aven detta exempel handlar om exponentialfunktioner men nu med fokus
pa den allmanna formeln, f(x) = C - a*. Sjalva konstruktionen, med glidare for
parametrarna C och a, &r enkel att gora i GeoGebra. Har kan det &ven vara l[ampligt att
utnyttja mojligheten att placera en punkt s att den féaster pa grafen. Pa sa vis kan
punkten dras langs grafen och dess koordinater kan latt avlasas, se figur 4.
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Figur 4.

Exponentialfunktion med en flyttbar punkt pa grafen

o 80

f(x)=560+1.2°

For att verklighetsanknyta demonstrationen och férhoppningsvis engagera eleverna kan
lararen exempelvis stalla in glidarna pa C = 50 och a = 1,2, se figur 4, och be eleverna i
par/grupp hitta pa exempel pa vad funktionen skulle kunna representera.
Foérhoppningsvis ges ett antal forslag som sedan kan diskuteras och jamforas i helklass
och dven kopplas till olika punkter pa grafen, till exempel vad punkten (1, 60) motsvarar
i de olika forslagen.

Darefter kan eleverna fa diskutera vad de tror hander med grafen om vardet pa C okar
eller minskar respektive vad som hander om vardet pa a okar eller minskar. Néar lararen
sedan drar i respektive glidare far eleverna direkt aterkoppling pa sina hypoteser. Nar
vardena pa en glidare dndras och den nya grafen visas forsvinner samtidigt den gamla
grafen. Ibland kan det dock vara fordelaktigt att ha flera grafer i samma
koordinatsystem. Genom att sétta spar pa funktionsgrafen blir det mgjligt att behalla de
gamla graferna nar vérdet pa en glidare dndras. | figur 5 aterges sex olika grafer, dar C =
50, 60, 70, 80, 90 respektive 100 och a = 1,2, i samma koordinatsystem. Figuren visar
tydligt hur ett dynamiskt verktyg som GeoGebra gor det mojligt att studera en familj av
funktioner, i det har fallet exponentiellt vdxande funktioner.
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Figur 5.

Grafen till funktionen f(x) = € - 1,2* for nagra olika varden pa C
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Olika elever kommer antagligen fokusera pa olika saker nar undersokningen genomfors,
vilket kan 6ppna upp for intressanta diskussioner utifran elevernas observationer. Om vi
fokuserar pa fragan om vad som hander om C 6kar finns ett antal tankbara
observationer:

«  Grafen forskjuts uppat

» Grafendras utiy-led

»  Sk&rningen med y-axeln dndras

«  Vardet pa C motsvarar skarningspunktens y-koordinat

»  Grafens lutning okar

«  Grafen forskjuts at vanster

Nar elever studerar funktionsgrafer kan de fokusera pa detaljer i grafen, till exempel
vissa funktionsvarden eller specifika punkter pa grafen. Funktionsgrafer kan dven
betraktas mer globalt med fokus pa deras egenskaper i stort (Leinhardt et al., 1990).

Dessa skillnader kan vi se bland exemplen ovan, dér elever som observerar
skarningspunkten med y-axeln har ett lokalt fokus medan de som observerar hur
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funktionsgrafens form eller placering andras har ett globalt fokus. Ofta ar det viktigt att
kunna betrakta en graf bade utifran ett lokalt och ett globalt fokus for att upptacka en
funktions olika egenskaper. Detta kan med fordel tas upp till diskussion i klassen, en
diskussion som bygger pa elevernas observationer. Som larare kan det dven vara viktigt
att fundera pa hur en fraga bor formuleras for att framja det ena eller andra tankeséttet.
En annan fraga som larare ofta behdver ta stallning till &r om det ar lampligt att aven
fokusera diskussionen pa varfor ett visst matematiskt samband géller. | exemplet ovan
kan fragan varfor grafen andras som den gor med fordel diskuteras.

Innan exponentiellt avtagande demonstreras kan eleverna fa diskutera vad de tror hander
om a = 1. Aven har kan en diskussion kring varfor grafen ser ut som den gor vara givande.
Nér sedan exponentiellt avtagande funktioner behandlas &r en idé att be eleverna diskutera
sig fram till en skiss av hur de tror en graf dar exempelvis C = 80 och a = 0,5 kan se ut.
Nér de ska rita en skiss av grafen tvingas de tanka efter lite mer &n om de bara ska uttrycka
sina tankar muntligt. For att fa eleverna att reflektera ytterligare kan de fa formulera en
skriftlig forklaring till varfor skissen ser ut som den gor. De olika skisserna kan sedan
ligga till grund for en helklassdiskussion innan lararen stéller in glidarna sa att den
efterfragade grafen visas. Aven hir ar det troligtvis lage att diskutera varfor grafen ser ut
som den gor.

Elevcentrerade diskussioner

I exemplen ovan gavs ett antal forslag pa hur demonstrationer med GeoGebra kan
utvecklas till mer elevcentrerade diskussioner. Forslagen har handlat om att:

« lata eleverna diskutera i par eller sma grupper innan deras forslag ligger till grund
for en helklassdiskussion. Férutom att fler elever blir aktiva vid gruppdiskussioner,
kan det vara en trygghet for eleverna att det &r gruppens forslag som diskuteras.

«  fraga efter verklighetsbaserade exempel pa vad en viss graf kan illustrera. Detta &r
ett exempel pa en oppen fraga dar eleverna troligtvis kommer ge helt olika svar.
Det kan i sin tur skapa forutsattningar for en diskussion med utgangspunkt i
elevernas forslag. Fragetypen dar elever uppmanas att ge ett eller fleraexempel som
uppfyller vissa villkor rekommenderas som ett sétt att 6ka elevers engagemang och
kreativitet i matematikundervisningen (Watson & Mason, 2005). Anvandningen av
GeoGebra kan ytterligare starka denna undervisningsstrategi.

+  be eleverna gissa vad som kommer att handa pa skarmen innan GeoGebra anvands
for att visa vad som hander. Pa sa vis far eleverna direkt aterkoppling pa sina
hypoteser. Denna uppgiftstyp rekommenderas ofta for att stimulera matematiska
resonemang (Laborde, 2002).

«  foraen diskussion utifran elevernas tolkningar av vad som hander pa skarmen. Det
ar mycket troligt att eleverna kommer fokusera pa olika saker. Nar det handlar om
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att tolka funktionsgrafer kommer troligtvis vissa elever ha ett mer lokalt fokus,
medan andra har ett globalt fokus.

«  be eleverna komma med forslag pa varfor vissa saker hander pa skarmen. Om
undersotkningsresultat och gissningar inte stAmmer dverens ar det extra viktigt att
forsoka forklara varfor (Laborde, 2002). Enligt Arcavi och Hadas (2000) kan
ovantade undersokningsresultat leda till att motivationen att soka forklaringar 6kar
och darmed kan dven mojligheterna for elever att reda ut eventuella
missuppfattningar oka.

»  Reflektera 6ver eventuella behov av anpassning, vid anvandning av befintliga
applikationer, for att kunna formulera mer 6ppna fragor. Det kan exempelvis handla
om att délja delar av applikationen for att eleverna sjélva ska fa mojlighet att
reflektera och stélla hypoteser.

I denna del har vi gett exempel pa hur demonstrationer kan géras mer elevcentrerade.
Motsvarande exempel skulle &ven kunna anvandas som elevaktiviteter dar eleverna
arbetar med GeoGebra.
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