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Elevaktiviteter med GeoGebra-konstruktioner

Mats Brunstrom och Maria Fahlgren, Karlstads universitet

I denna text fokuserar vi pa aktiviteter dar eleverna sjalva gér de GeoGebra-
konstruktioner som behdvs. Beroende pa hur stor erfarenhet eleverna har av GeoGebra
kan de behéva mer eller mindre stod i form av instruktioner. Jamfort med att lata
eleverna arbeta med fardigkonstruerade applikationer tar det forstas mer tid i ansprak
nér de ska gora egna konstruktioner. Larare behdver véga den tid det berdknas ta for
elever att sjalva gora de konstruktioner som behdvs mot majligheten till matematiskt
larande bade pa kort och lang sikt.

Det finns flera fordelar med att lata eleverna gora egna konstruktioner i GeoGebra.
Forutom att de lar sig att hantera GeoGebra sa kan ibland sjalva konstruktionen bygga
pa och stétta den matematiska forstaelsen (Baccaglini-Frank & Mariotti, 2010). Till
exempel behdvs kunskap om definitionen av en rektangel for att konstruera en rektangel
som forblir en rektangel aven om vi drar i nagot av dess hérn. For att rektangeln skall bli
’robust” maste konstruktionen bygga pa att samtliga vinklar &r réta, vilket innebdr att
verktyget for vinkelréta linjer behdver utnyttjas. Den fardiga konstruktionen kan sedan
enkelt testas genom att dra i nagot av rektangelns horn. Pa det har satter ger programmet
en direkt aterkoppling och det blir uppenbart om konstruktionen bygger mer pa visuell
igenkanning an matematisk forstaelse.

En annan fordel med att géra egna konstruktioner ar att det kan hjalpa till att synliggéra
matematiska missforstand bland elever (Drijvers & Gravemeijer, 2005). Nedan féljer ett
exempel dar det blir tydligt att det inte &r tekniska problem som leder till att eleverna kor
fast. Istéllet &r det den bakomliggande matematiken, i form av kopplingen mellan
ordnade par och punkter i ett koordinatsystem, som eleverna inte verkar ha forstatt. |
episoden nedan far eleverna, efter att ha berdknat héjden pa en solros efter en vecka,
féljande instruktion:

L&gg &ven in punkten som visar solrosens hojd efter 1 vecka, enligt berékningen
ovan, genom att skriva koordinaterna i inmatningsféltet.

Ett elevpar borjar med att mata in 65 cm och far da aterkopplingen ogiltig indata fran
GeoGebra. De provar da istallet att mata in 65, vilket ger talet a=65 i algebrafonstret.
Denna aterkoppling fran GeoGebra gor att de laser instruktionerna ytterligare en gang:

Elev 1: Genom att skriva koordinaterna. [laser instruktionen hogt med betoning pa
slutet av ordet "koordinaterna™]
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Elev 2: Ska det vara flera?
Elev 1: Men det &r bara en.
Elev 2: Ar det?

Elev 1: Ja, det &r bara en hdjd.

Eleverna verkar ignorera véardet pd x genom att bara fokusera pa solrosens hojd, det vill
saga vardet pa y. Efter ytterligare diskussioner reder eleverna ut missforstandet och
matar in (1, 65) i inmatningsfaltet. | detta exempel ser vi hur aterkopplingen ogiltig
indata tydliggor ett missforstand som eleverna sedan kan reda ut.

Detta var exempel pa majligheter som skapas med att lata elever géra egna
konstruktioner men det finns forstas dven nackdelar. Risken ar storre att eleverna stoter
pa ovantade problem som inte har med sjalva matematiken att géra. Det kan handla om
problem med syntax sasom att punkt maste anvandas som decimalkomma i GeoGebra.
Om konstruktionerna ar for komplexa ar risken stor att fokus blir pa tekniken snarare &n
pa matematiken. Nar larare beslutar om det ar lampligt att lata elever arbeta med ett
fardigt dynamiskt arbetsblad eller en elevaktivitet dar de dven gor egna konstruktioner ar
det viktigt att vdga mojligheter mot risker.

Konstruktion av elevaktiviteter

Nedan diskuteras flera olika aspekter att reflektera kring vid utformandet av
elevaktiviteter dar elever sjalva gor de konstruktioner som behdvs. Vi har valt att kalla
dessa aspekter for didaktiska variabler. Forskare foreslar didaktiska variabler som ett
verktyg vid utformandet av elevaktiviteter (Ruthven et al., 2009). Didaktiska variabler
handlar om viktiga designval vilka kan paverka elevers larande pa olika sétt. Vi kommer
i det foljande att diskutera nagra didaktiska variabler som kan vara vérda att reflektera
over vid konstruktion eller anpassning av elevaktiviteter.

Behov av GeoGebra-instruktioner

Beroende pa i vilken utstrackning eleverna ar bekanta med GeoGebra sedan tidigare kan
en elevaktivitet behdva innehalla mer eller mindre detaljerade instruktioner for hur
sjalva programmet fungerar. Figur 1 visar ett utdrag ur elevaktiviteten Réta linjens
ekvation. | detta exempel utgar vi fran att eleverna inte tidigare har arbetat med
GeoGebra varfor aktiviteten inleds med en rad utforliga instruktioner. Syftet &r har att
eleverna, forutom att lara sig matematik, skall utveckla fortrogenhet med att anvanda
programmet. Exempelvis lar de sig att det automatiskt skapas glidare da en formel matas
in i Algebrafonstret, hur instéliningen av en glidares granser och steglangd gors och hur
vardet pa glidaren andras samt hur tal i decimalform skrivs i GeoGebra.
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Figur 1.

Utdrag ur elevaktiviteten Réta linjens ekvation

B Mata iy = Ax + m i inmatningsfilter
Nu har det 4ven skapats tva si kallade glidare, k och m, 1 Algebrafonstret
B Andra instillningama pd glidama genom att:
Klicka pa * (till hger om respektive glidare) och valj "Instiliningar”
I det nya fonstret till hoger, vilj "Glidare™

Still in bida glidarna pa foljande satt:

OBS! Som decimalkomma anvetnds punks!

Stang det nya fonstret genom att kKlicka pi * (i fonstrets dvre hogra hém)
& "Dra” in linjens ekvation frin Algebraftinstret till Ritomrédet
B suill in glidare m pd viirdet 0 (genom att dea ¢ punkien pa glidaren).

1. Undersdk, genom att dra glidare K bur véirdet pd & plverkar linjen, Testa dven negativa viirden pd &
Beskriv med egna ord

Naturligtvis ar det viktigt att anpassa instruktionerna efter aktuell elevgrupp. Da larare
ska anvanda en befintlig elevaktivitet kan instruktioner behdva laggas till eller tas bort.
En viktig didaktisk variabel att reflektera kring ar alltsa hur utforliga GeoGebra-
instruktionerna behdver vara.

Losning med eller utan digitalt verktyg

Att 16sa en uppgift med eller utan ett digitalt verktyg innebér oftast olika
I6sningsstrategier, vilka i sin tur erbjuder olika méjligheter till larande. Om eleverna till
exempel ska konstruera en funktionsgraf sa kravs bara nagra knapptryckningar for att
gora detta i GeoGebra. Om vi jamfor detta med vad som krévs for att géra detsamma
utan ett digitalt verktyg sa inser vi att det handlar om tva helt olika strategier, vilka
erbjuder olika mojligheter till larande. Har ar det viktigt att som larare vara klar dver
syftet med uppgiften. Om till exempel syftet &r att eleverna skall upptécka egenskaper
hos funktioner kan det vara bra om de kan anvénda GeoGebra for att snabbt konstruera
ett stort antal funktioner som kan jamféras. Om daremot syftet ar att ge dkad forstaelse
for att en graf bestar av punkter som alla uppfyller ett givet villkor kan det vara larorikt
att konstruera grafen for hand med hjélp av en vardetabell, &ven om detta ocksa kan
goras med GeoGebra.

Ett exempel pa en uppgift dar 16sningsstrategierna ar skilda men dar sjélva
konstruktionen i GeoGebra kan bidra till okat larande dr konstruktionen av en rektangel,
som diskuterats tidigare. Det & mojligt att rita en rektangel for hand med papper och
penna utan att vara medveten om dess egenskaper, det racker att kdnna igen dess form.
For att konstruera en robust rektangel i GeoGebra krdvs daremot djupare kunskaper. |
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samband med detta kan skillnaden mellan definition och egenskap diskuteras. | det har
fallet &r egenskapen att sidorna &r parvis parallella en foljd, implikation, av definitionen
att samtliga vinklar &r rata. For att det skall bli en robust konstruktion maste den bygga
pa definitionen, det racker inte med att det ar parvis parallella sidor. En diskussion kring
dessa skillnader kan passa sarskilt bra da begreppen definition och implikation
behandlas.

Vi har nu sett exempel pa hur en och samma uppgift kan erbjuda olika méjligheter till
larande beroende pa om den I6ses med eller utan digitalt verktyg. Manga ganger kan det
vara vardefullt att genomféra samma uppgift bade med och utan ett digitalt verktyg.
Forskning visar att det kan vara vardefullt for elever att jamfdra olika satt att 16sa
uppgifter for att fa en okad forstaelse for den aktuella matematiken (Kilpatrick et al.,
2001). Det blir viktigt for larare att avgéra om en uppgift skall 16sas med digitalt
verktyg, for hand med papper och penna eller bade och. Detta &r annu ett exempel pa en
didaktisk variabel att reflektera 6ver. Manga ganger kan detta val hanga ihop med vilken
representationsform som &r l[ampligast att anvanda.

Olika representationsformer

Att kunna anvanda och se samband mellan olika representationsformer &r viktigt for att
utveckla en god begreppsforstaelse i matematik (Kilpatrick et al., 2001). Dynamiska
matematikprogram ger nya mojligheter att tydliggéra kopplingen mellan olika
representationsformer sasom algebraisk och grafisk. | elevaktiviteten i figur 2 ska
eleverna forst 16sa ekvationen algebraiskt, bade for hand och med GeoGebras CAS-
verktyg. Syftet med att lata eleverna kontrollera sitt svar med CAS-verktyget ar dels att
de ska lara sig 16sa ekvationer med hjalp av CAS och dels for att sakerstélla att de har
korrekt svar nar de gar vidare till nasta uppgift. I denna uppgift ska eleverna reflektera
Over hur samma ekvation kan l6sas med grafisk metod.
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Figur 2.

Utdrag ur elevaktivitet som handlar om andragradsekvationer

L. a) Los andragradsekvationen x? — 4x + 3 = 0 algebraiskt (for hand).
Nu ska vi anvénda GeoGebra for art [6sa samma ekvation pd tvd olika sitt, dels med CAS-
verktyget och dels grafiskt.
Las ekvationen med hjdlp av CAS
Bl Klicka pa de tre vigrita strecken i dvre hogra hornet: = | valj "Visa™ och markera
"CAS”
Nu visas samtidigt tre olika vyver i GeoGebra: CAS, Algebrafonstret samt Ritomridet
H Kontrollera dint svar med CAS-verkiyger genom att

x

o Matainx? —4x + 3 =0 1CAS-fnstrets inmatningsfilt och klicka pa
Lds ekvationen grafiskt
H Mar in funktionen f{x) = x* — 4x + 3 i Algebrafonstrets inmatningsfilt.

b) Lésningarna till motsvarande andragradsekvation, dvs. x? — 4x + 3 = 0,
kan avlisas i koordinatsystemet. Hir?

| de efterfoljande uppgifterna i aktiviteten i figur 2 uppmuntras eleverna att géra
kopplingar mellan grafiska och algebraiska l6sningar av andragradsekvationer. Valet av
representationsform blir ddrmed en viktig didaktisk variabel.

Matematiska férklaringar

Ett satt att uppmuntra elever att ga fran visuella observationer till matematisk forstaelse
kan vara att be dem ge en matematisk forklaring till sina observationer. Dock &r det
viktigt att det verkligen finns nagot att forklara da forklaringar efterfragas och att
eleverna har de forkunskaper som kravs for att kunna ge en forklaring. Ibland kan det
darfor racka med att be dem beskriva vad som sker pa skarmen. Att avgora nar det ar
lampligt att be elever att forklara ar ytterligare en didaktisk variabel.

Olika typer av uppgifter

Nagra uppgiftstyper som lampar sig val for den typ av elevaktiviteter som behandlas i
denna text diskuteras nedan.

Undersckande uppgifter. Vi har tidigare visat exempel pa uppgifter dar elever
uppmuntras att anvanda GeoGebra for att undersoka och upptacka ndgot matematiskt
samband. | figur 1 ges ett exempel dar eleverna ska anvénda glidaren for att undersoka
hur grafen till funktionen f (x) = kx + m paverkas av vardet pa parametern k, da vardet
pa parametern m ar noll, och beskriva detta med egna ord. I den efterkommande
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uppgiften ska eleverna testa sin hypotes for andra varden pa parametern m och vid
behov revidera hypotesen. Darefter kan det bli aktuellt att &ven be om en forklaring till
varfor vardet pa k paverkar grafen pa detta satt. Med andra ord blir den didaktiska
variabeln om vi ska be om en forklaring eller inte aktuell.

Gissa och testa. | exemplet pa en undersokande uppgift ovan uppmanas eleverna att
stalla en hypotes efter att de gjort en undersokning, som de darefter far testa och
eventuellt dven forklara. Ett alternativ ar att lata eleverna forst formulera en hypotes,
genomtankt gissning, som de darefter far testa med GeoGebra. Pa detta satt uppmuntras
eleverna att sdtta sig in i den matematiska situationen innan de borjar understka med
GeoGebra. Forskning visar att det ar viktigt att eleverna formulerar sina hypoteser
explicit, gérna skriftligt (t.ex. Arcavi & Hadas, 2000). Exemplet ovan skulle kunna
goras om till denna typ av uppgift genom att be eleverna att forst reflektera 6ver och
formulera hur de tror att parametern k paverkar grafen. Darefter far de anvanda
GeoGebra for att testa sin gissning.

Konstruera exempel. Exempel spelar en central roll i matematikundervisningen. Oftast
presenteras de av larare eller 1arobok som demonstration av begrepp och procedurer.
Dock visar forskning att elevers engagemang och kreativitet kan 6ka om de far
konstruera egna exempel utifran givna villkor (Watson & Mason, 2005). Det kan
exempelvis handla om att konstruera ett eller flera exempel pa en funktion som har vissa
egenskaper. Tillgangen till dynamiska matematikprogram kan gynna denna uppgiftstyp
genom att elever enkelt kan testa och eventuellt justera sina forslag. Vi illustrerar detta
genom att jamfora tva uppgifter som behandlar samma matematiska omrade.

Uppgift 1: Bestdm vardeméngden for funktionen f(x) = 3 sin (Zx + g) + 1.

Uppgift 2: Ge forslag pa tva olika trigonometriska funktioner som béada har
vardemiangden —2 < y < 4. Testa era forslag i GeoGebra innan ni svarar pa
uppgiften.

Troligtvis kommer nagra elever inse att de kan l6sa uppgift 1 genom att utnyttja att
amplituden &r 3 och att det ar en forskjutning i y-led, men de flesta kommer antagligen
att skapa funktionsgrafen i GeoGebra for att 16sa uppgiften, om detta ar tillatet.

Till skillnad fran uppgift 1, ar uppgift 2 en 6ppen uppgift med oandligt manga korrekta
svar. Har finns ingen funktion att utga ifran vilket gor att det stalls storre krav pa
kreativitet och matematisk forstaelse for att 16sa uppgiften. En uppgift som denna
lampar sig sarskilt bra som par- eller gruppuppgift eftersom den kan ge stora mojligheter
till givande matematiska diskussioner. Mgjligheten och uppmaningen att testa svaren i
GeoGebra gor att ett felaktigt forslag som anda ar pa ratt vag kan ge upphov till givande
diskussioner kring hur funktionen kan andras for att fa den énskade vardemangden.
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Manga anger troligtvis f (x) = 3 sin(x) + 1 som sin forsta funktion. Nar eleverna ska ta
fram ett andra exempel pa funktion behdver de reflektera kring vilka parametrar som &r
avgorande for att fa den onskade vardemangden och om det finns ytterligare parametrar
som kan andras utan att vardemangden paverkas.

Naturligtvis finns det flera lampliga uppgiftstyper som kan vara aktuella. De ovan
namnda ar exempel pa uppgiftstyper som kan anvandas for att uppmuntra eleverna att
stdlla hypoteser som de darefter far testa och eventuellt dven forklara. Uppgiftstyperna
bygger pa att eleverna kan tolka den aterkoppling som GeoGebra ger, nagot som ibland
kan vara en utmaning. Det finns studier som visar att elever i stérre utstrackning kan
tolka aterkopplingen fran GeoGebra om de har formulerat egna hypoteser som de testar
(Olsson, 2018).

Valet av uppgiftstyp kan ses som en didaktisk variabel. Exempelvis ar det viktigt att
reflektera kring om eleverna ska stélla en hypotes efter att de gjort en undersokning eller
om de forst ska formulera en hypotes som de darefter far testa med GeoGebra.

Den typ av elevaktiviteter som beskrivs i denna del tar lite langre tid att genomféra och
en relevant fraga blir naturligtvis om det ar vart att lagga sa mycket tid pa en aktivitet.
Har vill vi lyfta fram majligheten att arbeta med formagorna. Oftast ger arbetet med en
aktivitet elever mojlighet att utveckla flera formagor. Nar det galler att bestamma sig for
om en aktivitet ska anvandas eller inte kan det darfor vara viktigt att reflektera kring
vilka formagor som kan aktiveras.

Matematiska formagor

Vid ett flertal tillfallen har vi, bade i denna del och tidigare delar, berort hur
anvandandet av GeoGebra kan framja elevers larande pa olika satt. Som avslutning pa
modulen diskuteras kortfattat anvdndandet av GeoGebra kopplat till var och en av de
matematiska formagor som lyfts fram i &mnesplanen.

Resonemangsformagan. Vi har i texterna vid ett flertal tillfallen poangterat att GeoGebra
gor det mojligt for elever att undersdka och sjélva upptacka manga av de matematiska
samband som ingar i gymnasiets olika kurser. Nar elever arbetar med undersokande
aktiviteter kan de uppmanas att forutsdga, hitta monster, stélla hypoteser, motivera,
generalisera, forklara och eventuellt &ven bevisa. Det kan med andra ord skapas
forutsattningar att utveckla elevers resonemangsférmaga.

Kommunikationsférmagan. Arbete med GeoGebra kan dven skapa goda forutsattningar
for en matematiskt grundad kommunikation. Det kan exempelvis handla om att muntligt
eller skriftligt beskriva matematiska samband som synliggérs med hjélp av GeoGebra
eller att jamfora och diskutera olika tolkningar av vad som hander pa skarmen. Samtliga
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uppgiftstyper som namns i avsnittet ovan lampar sig vél for att genomforas i par eller
mindre grupper och ger goda mojligheter till matematisk kommunikation. Exempelvis &r
chanserna stora att eleverna kommer fram till olika forslag som de sedan kan jamfdra
och diskutera nar de ska ge exempel dér vissa villkor ar uppfyllda.

Problemldsningsformagan. Tillgangen till dynamiska matematikprogram skapar nya
mojligheter att arbeta med problemldsningsforméagan pa flera olika satt. Tack vare att
GeoGebra ar ett kraftfullt berakningsverktyg kan ofta mer realistiska problem ges dér de
numeriska varden som ingar inte behéver anpassas for att undvika berakningsproblem.
Det skapas ocksa majligheter att konstruera nya problem dar klassiska
problemldsningsstrategier som leta efter ett monster och gissa och testa kommer till
anvandning. Aven strategin rita en figur kan fa nytt liv genom enkelheten att testa olika
hjalplinjer i en geometrisk figur.

Begreppsformagan. GeoGebra ger nya mojligheter nar det galler att dynamiskt
visualisera abstrakta matematiska begrepp. Vi har tidigare i denna text lyft fram
kopplingen mellan begreppsforstaelse och formagan att representera matematiska objekt
pa olika satt och att se kopplingen mellan dessa representationsformer. Den dynamiska
kopplingen mellan olika representationsformer som GeoGebra erbjuder blir darfor ett
viktigt hjalpmedel for att ge elever forutsattningar att utveckla sin begreppsformaga.
Aven mojligheten att anvinda GeoGebra for att underséka samband mellan olika objekt
ar viktig att lyfta fram i detta sammanhang.

Procedurférmagan. Denna formaga innefattar bade att kunna utféra berakningar for
hand och med hjalp av digitala verktyg. Att kunna anvanda GeoGebra for att utfora
vissa berdkningar kan alltsa ses som en del av procedurférmagan. Dessutom kan
GeoGebra gynna procedurférmagan indirekt genom att det finns manga dynamiska
arbetsblad som har skapats for fardighetstréning.

Modelleringsformagan. En stor fordel med GeoGebra som vi inte har diskuterat tidigare
ar att det lampar sig val som ett modelleringsverktyg. Det kan handla om att utnyttja
mojligheten till olika typer av regression som finns i GeoGebra eller att studera hur en
viss modell paverkas da nagon parameter andras. Som exempel ska vi ta avsvalning av
kaffe. Eleverna kan har fa mata kaffets temperatur vid olika tidpunkter och skapa en
tabell i GeoGebra. Utifran tabellen kan en lista med punkter skapas varvid punkterna
aven ritas in i koordinatsystemet. Dérefter kan olika typer av regression testas. Om en
elevgrupp kommer fram till att de ska testa exponentiell regression pa de punkter som
fas med tiden som x-koordinat och kaffets temperatur som y-koordinat, vilket i figur 3
motsvarar kolumnerna A och B i tabellen, fas den bla grafen. Enligt denna modell
kommer temperaturen efter ett tag hamna under rumstemperaturen, vilket &r orimligt.
Hér galler det att inse att temperaturskillnaden mellan kaffet och det omgivande rummet
bor anvandas. Denna temperaturskillnad har tagits fram i kolumn C och vi kan se att
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motsvarande punkter har forskjutits nedat. Gor vi exponentiell regression utifran dessa
punkter fas den grona grafen i figuren. Nu ar det troligtvis inte temperaturskillnaden
utan temperaturen pa kaffet vi ar intresserade av. Genom att addera rumstemperaturen
fas nu istéllet den roda grafen och funktionsformeln T = 52,06 - 0,99948° + 22 som val
beskriver hur kaffets temperatur beror av tiden.

Figur 3.

Figuren visar hur GeoGebra har anvants for att modellera avsvalning av kaffe.
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Att GeoGebra ar ett mycket anvandbart modelleringsverktyg framgar tydligt i boken
Handbok for matematisk modellering med GeoGebra: att undervisa mot férmagorna
(Hall & Lingefijérd, 2014), dar mer &n 100 exempel ges pa hur GeoGebra kan anvandas i
samband med modellering.
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