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Matematik — Grundskola &k 4—-6
Modul: Dynamiska matematikprogram i undervisningen
Del 4: Elevaktiviteter med GeoGebra-konstruktioner

Elevaktiviteter med GeoGebra-konstruktioner

Mats Brunstrom och Maria Fahlgren, Karlstads universitet

I denna text fokuserar vi pa aktiviteter dar eleverna sjalva gér de GeoGebra-
konstruktioner som behdvs. Beroende pa hur stor erfarenhet eleverna har av GeoGebra
kan de behdva mer eller mindre stod i form av instruktioner. Jamfort med att lata
eleverna arbeta med dynamiska arbetsblad tar det forstas mer tid i ansprak nar de ska
gora egna konstruktioner. Larare behdver vaga den tid det beréknas ta for elever att
sjalva gora de konstruktioner som behdvs mot majligheten till matematiskt larande bade
pa kort och lang sikt.

Det finns fordelar med att lata elever géra egna konstruktioner i GeoGebra. Forutom att
de lar sig att hantera GeoGebra sa kan ibland sjélva konstruktionen bygga pa och stétta
den matematiska forstaelsen (Baccaglini-Frank & Mariotti, 2010). Till exempel behovs
kunskap om definitionen av en rektangel for att konstruera en rektangel som forblir en
rektangel dven om vi drar i nagot av dess horn. For att rektangeln skall bli “robust”
maste konstruktionen bygga pa att samtliga vinklar &r rata, vilket innebar att verktyget
for vinkelrata linjer behover utnyttjas. Den fardiga konstruktionen kan sedan enkelt
testas genom att dra i ndgot av rektangelns horn. Pa det har satter ger programmet en
direkt aterkoppling och det blir uppenbart om konstruktionen bygger mer pa visuell
igenkanning an matematisk forstaelse.

Det finns forstas dven nackdelar med att lata elever gora egna konstruktioner i
GeoGebra. Risken ar till exempel storre att elever stoter pa ovantade problem som inte
har med sjélva matematiken att gora. Det kan handla om problem med syntax sasom att
punkt maste anvandas som decimalkomma i GeoGebra. Om konstruktionerna ar for
komplexa ar risken stor att fokus blir pa tekniken snarare an pa matematiken. Nér larare
beslutar om det ar lampligt att lata elever arbeta med ett fardigt dynamiskt arbetsblad
eller en elevaktivitet dar de &ven gor egna konstruktioner behéver moéjligheter vagas mot
risker.

Konstruktion av elevaktiviteter

Nedan diskuteras flera olika aspekter att reflektera kring vid utformandet av
elevaktiviteter dar elever sjalva gor de konstruktioner som behdvs. Vi har valt att kalla
dessa aspekter for didaktiska variabler. Forskare foreslar didaktiska variabler som ett
verktyg vid utformandet av elevaktiviteter (Ruthven et al., 2009). Didaktiska variabler
handlar om designval som kan paverka elevers larande pa olika satt. Vi kommer i det
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foljande att diskutera nagra didaktiska variabler som kan vara varda att reflektera ver
vid konstruktion eller anpassning av elevaktiviteter.

Behov av GeoGebra-instruktioner

Beroende pa i vilken utstrackning eleverna ar bekanta med GeoGebra sedan tidigare kan
en elevaktivitet behéva innehalla mer eller mindre detaljerade instruktioner for hur
sjalva programmet fungerar. Figur 1 visar ett utdrag ur elevaktiviteten Undersok
fyrhérningar. | detta exempel utgar vi fran att eleverna inte tidigare har arbetat med
GeoGebra varfor aktiviteten behdver ha utforliga instruktioner. Syftet ar har att
eleverna, forutom att lara sig matematik, skall utveckla fortrogenhet med att anvanda
programmet. Exempelvis lar de sig att anvanda polygonverktyget for att konstruera en
fyrhorning samt hur dess form kan &ndras.

Figur 1.

Utdrag ur elevaktiviteten Undersok fyrhérningar

3 Konstruera en fyrharning genom att:

Klicka pa polygonverktyget: .

Klicka ddrefter ndgonstans pd skdarmen for att markera forsta
harnet.

Klicka sedan 3 ganger till pa skdrmen fér att markera de andra

hérnen i fyrhdrningen.

o Avsluta genom att klicka i den forsta punkten.

Tips! Genom att klicka pa @ och "dra" i nagof av fyrhorningens

hérn skapas nya exempel pa fyrhérningar.

Naturligtvis ar det viktigt att anpassa instruktionerna efter aktuell elevgrupp. Da larare
ska anvénda en befintlig elevaktivitet kan instruktioner behdva laggas till eller tas bort.
En didaktisk variabel att reflektera kring &r alltsa hur utforliga GeoGebra-
instruktionerna behover vara.

Losning med eller utan digitalt verktyg

Att 16sa en uppgift med eller utan ett digitalt verktyg innebéar oftast olika
I6sningsstrategier, vilka i sin tur erbjuder olika mdéjligheter till 1arande. Vi illustrerar
med ett exempel fran ett nationellt prov i matematik for ak 6 (se figur 2).
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Figur 2.

Uppgift fran nationella provet i matematik 2016.

33. En kinguru dr snabb. Pa en timme hoppar den 54 km.
Hur langt kommer kangurun pa 7
minuter om den hoppar lika snabbt
hela tiden?
Visa bur du loser uppgiften.

For att 16sa uppgiften utan GeoGebra kan eleven exempelvis borja med att rakna ut hur
langt kdngurun kommer pa en minut, det vill saga strackan/tiden (54/60 = 0,9) och
darefter multiplicera med antalet minuter (7 - 0,9 = 6,3). Om eleven i stéllet 16ser
uppgiften grafiskt med GeoGebra behdver eleven konstruera en linje i ett
koordinatsystem dar x-axeln representerar tiden och y-axeln strackan. Linjen gar genom
origo och punkten (60, 54). Darefter behdver eleven kunna tolka grafen for att besvara
uppgiften. Om vi jamfor losningarna utan hjalp av GeoGebra respektive med hjélp av
GeoGebra sa inser vi att det handlar om tva helt olika strategier, vilka erbjuder olika
typer av larande. Hér ar det viktigt att som l&rare vara klar dver syftet med uppagiften.
Anvandandet av GeoGebra kan géra att syftet med en uppgift forloras men det kan
ocksa ge nya mojligheter till larande.

Ett exempel pa en uppgift dar 16sningsstrategierna ar skilda men dar sjalva
konstruktionen i GeoGebra kan bidra till 6kat larande &r konstruktionen av en rektangel
(som diskuterats tidigare). Det & mojligt att rita en rektangel for hand (med papper och
penna) utan att vara medveten om dess egenskaper, det racker att kénna igen dess form.
For att konstruera en “robust” rektangel i GeoGebra kravs dédremot djupare kunskaper. I
samband med detta kan skillnaden mellan definition och egenskap diskuteras. | det har
fallet &r egenskapen att sidorna &r parvis parallella en foljd av definitionen att samtliga
vinklar &r rdta. For att det skall bli en robust” konstruktion méste den bygga pa
definitionen, det racker inte med att det ar parvis parallella sidor.

Vi har nu sett exempel pa hur en och samma uppgift kan erbjuda olika mojligheter till
larande beroende pa om den I6ses med eller utan GeoGebra. Manga ganger kan det vara
vardefullt att genomfora samma uppgift bade med och utan ett digitalt verktyg.
Forskning visar att det kan vara vérdefullt for elever att jamfora olika sétt att 16sa
uppgifter for att fa en okad forstaelse for den aktuella matematiken (Kilpatrick et al.,
2001). Det blir viktigt for larare att avgéra om en uppgift skall 16sas med digitalt
verktyg, for hand med papper och penna eller bade och. Detta &r annu ett exempel pa en
didaktisk variabel att reflektera 6ver. Manga ganger kan detta val hanga ihop med vilken
representationsform som &r [ampligast att anvéanda.
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Olika representationsformer

Att kunna anvéanda och se samband mellan olika representationsformer &r betydelsefullt
for att utveckla en god begreppsforstaelse i matematik (Kilpatrick et al., 2001).
Dynamiska matematikprogram ger nya mojligheter att tydliggéra kopplingen mellan
olika representationsformer sasom algebraisk och grafisk. Ett tydligt exempel &r vid
arbete med proportionella samband dar sambandet kan uttryckas bade algebraiskt och
grafiskt. Har finns mojlighet att exempelvis justera kilopriset pa &pplen med hjalp av en
glidare och studera hur bade den algebraiska och grafiska representationen dndras. Det
blir aven mojligt att l6sa uppgifter bade algebraiskt och grafiskt. Aven om det kan vara
fordelaktigt att uppmuntra elever till att anvanda flera representationsformer sa kraver
detta ofta ytterligare konstruktioner, vilket i sin tur kan ta bort fokus fran matematiken.
Valet av representationsformer blir ddrmed en didaktisk variabel att beakta.

Matematiska férklaringar

Ett satt att uppmuntra elever att ga fran visuella observationer till matematisk forstaelse
kan vara att be dem ge en matematisk forklaring till sina observationer. Dock ar det
viktigt att det verkligen finns nagot att forklara da forklaringar efterfragas och att
eleverna har de forkunskaper som kravs for att kunna ge en forklaring. Ibland kan det
darfor racka med att be dem beskriva vad som sker pa skarmen. Att avgora nar det ar
lampligt att be elever att forklara ar ytterligare en didaktisk variabel.

Olika typer av uppgifter

Nagra uppgiftstyper som lampar sig val fér den typ av elevaktiviteter som behandlas i
denna text diskuteras nedan.

Undersokande uppgifter. En av de framsta fordelarna med GeoGebra ar att matematik
kan bli ett mer laborativt &mne dar elever har méjlighet att undersoka och upptéacka
matematiska samband. | elevaktiviteten Rektanglar och trianglar far exempelvis
eleverna undersdka sambandet mellan areorna hos rektanglar och trianglar med samma
bas och hojd. De far dven undersoka hur triangelns area och omkrets paverkas om
triangelns form andras (da bas och hajd halls konstant).

Forutse och testa. Da elever arbetar med en undersokande uppgift uppmanas de ofta att
stalla en hypotes efter att de gjort en undersokning, som de darefter far testa och
eventuellt dven forklara. Ett alternativ ar att lata eleverna forst formulera en hypotes
(genomténkt gissning) som de darefter far testa med GeoGebra. Pa detta satt uppmuntras
eleverna att satta sig in i den matematiska situationen innan de borjar undersdka med
GeoGebra. Forskning visar att det &r gynnsamt om eleverna formulerar sina hypoteser
explicit, gérna skriftligt (t.ex. Arcavi & Hadas, 2000). Exemplet ovan med rektangelns
och triangelns areor skulle &ven kunna omformuleras till denna typ av uppgift genom att
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be eleverna att forst stdlla en hypotes kring sambandet mellan areorna. Dérefter far de
anvanda GeoGebra for att testa sin hypotes genom att méta areorna.

Konstruera exempel. Exempel spelar en central roll i matematikundervisningen. Oftast
presenteras de av larare eller larobok som demonstration av begrepp och metoder. Dock
visar forskning att elevers engagemang och kreativitet kan 6ka om de far konstruera
egna exempel utifran givna villkor (Watson & Mason, 2005). Det kan exempelvis
handla om att konstruera ett geometriskt objekt som har vissa egenskaper. Tillgangen till
dynamiska matematikprogram kan gynna denna uppgiftstyp genom att elever kan testa
och eventuellt justera sina forslag. For att illustrera uppgiftstypen ska vi diskutera nagra
alternativ till att be elever rékna ut arean av olika givna trianglar. Har ar det mojligt att
vanda pa uppgiften och istéllet be eleverna konstruera egna exempel pa trianglar som
uppfyller vissa villkor, till exempel

» Anvénd polygonverktyget for att rita en triangel i GeoGebra (med rutnéatet synligt)
som har arean 12 a.e. Anvand matverktyget for area for att kontrollera ditt svar.

«  Andra triangeln sé att du far en ny triangel med samma area.

«  Andra triangeln s att du far en ny triangel med samma area genom att endast flytta
ett av triangelns horn.

«  Andra triangeln sé att basen blir mindre samtidigt som arean blir densamma.
»  Konstruera en triangel med arean 12 a.e. som ar véldigt olik era tidigare trianglar.

»  Konstruera en triangel med arean 12 a.e. som ni tror att ingen annan elev i Sverige
skulle konstruera om de fick samma uppgift.

Detta &r exempel pa 6ppna uppgifter dar det egentligen finns oandligt manga olika
trianglar som eleverna kan ange som svar. Har finns ingen given triangel att utga ifran
vilket gor att det stélls storre krav pa kreativitet och matematisk forstaelse for att lsa
uppgifterna. Dessa uppgifter lampar sig sarskilt bra som par- eller gruppuppgifter
eftersom de kan ge stora mojligheter till givande matematiska diskussioner. Mdjligheten
(och uppmaningen) att testa svaren i GeoGebra gor att ett felaktigt forslag som anda ar
pa ratt vag kan ge upphov till givande diskussioner kring hur triangeln kan andras for att
fa den 6nskade arean. Néar eleverna ska konstruera nya trianglar behéver de reflektera
kring vilka forandringar de kan gora utan att arean forandras.

Naturligtvis finns det flera lampliga uppgiftstyper som kan vara aktuella. De ovan
namnda ar exempel pa uppgiftstyper som kan anvandas for att uppmuntra eleverna att
stalla hypoteser som de darefter far testa och eventuellt dven forklara. Uppgiftstyperna
bygger pa att eleverna kan tolka den aterkoppling som GeoGebra ger, nagot som ibland
kan vara en utmaning. Det finns studier som visar att elever i storre utstrackning kan
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tolka aterkopplingen fran GeoGebra om de har formulerat egna hypoteser som de testar
(Olsson, 2018).

Valet av uppgiftstyp kan ses som en didaktisk variabel. Exempelvis kan det vara bra att
reflektera kring om eleverna ska stélla en hypotes efter att de gjort en undersokning eller
om de forst ska formulera en hypotes som de darefter far testa med GeoGebra.

Den typ av elevaktiviteter som beskrivs i denna del tar lite langre tid att genomfora och
en relevant fraga blir naturligtvis om det ar vart att lagga sa mycket tid pa en aktivitet.
Har vill vi lyfta fram mojligheten att arbeta med formagorna. Oftast ger arbetet med en
aktivitet elever mojlighet att utveckla flera formagor. Nar det galler att bestamma sig for
om en aktivitet ska anvandas eller inte kan det darfor vara vart att reflektera kring vilka
formagor som kan aktiveras.

Matematiska férmagor

Vid ett flertal tillfallen har vi, bade i denna del och tidigare delar, berdrt hur
anvandandet av GeoGebra kan framja elevers larande pa olika satt. Som avslutning pa
modulen diskuteras kortfattat anvandandet av GeoGebra kopplat till nagra matematiska
formagor.

Resonemangsformagan. Vi har i texterna vid ett flertal tillfallen poangterat att GeoGebra
gor det mojligt for elever att undersoka och sjélva upptacka manga av de matematiska
samband som ingar i grundskolans matematik. Nar elever arbetar med undersokande
aktiviteter kan de uppmanas att forutsdga, hitta monster, stélla hypoteser, motivera,
generalisera och forklara. Det kan med andra ord skapas forutsattningar att utveckla
elevers resonemangsformaga.

Kommunikationsférmagan. Arbete med GeoGebra kan dven skapa goda forutsattningar
for en matematiskt grundad kommunikation. Det kan exempelvis handla om att muntligt
eller skriftligt beskriva matematiska samband som synliggérs med hjélp av GeoGebra
eller att jamfora och diskutera olika tolkningar av vad som hander pa skarmen. Samtliga
uppgiftstyper som namns i avsnittet ovan lampar sig vél for att genomforas i par eller
mindre grupper och ger goda mojligheter till matematisk kommunikation. Exempelvis &r
chanserna stora att eleverna kommer fram till olika forslag som de sedan kan jamfora
och diskutera nar de ska ge exempel dar vissa villkor &r uppfyllda.

Problemldsningsférmagan. Tillgangen till dynamiska matematikprogram skapar nya
mojligheter att arbeta med problemldsningsférmagan pa flera olika satt. Tack vare att
GeoGebra ar ett kraftfullt berdkningsverktyg kan ofta mer realistiska problem ges dér de
numeriska varden som ingar inte behdver anpassas for att undvika berakningsproblem.
Det skapas ocksa mojligheter att konstruera nya problem dar klassiska
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problemldsningsstrategier som leta efter ett ménster och gissa och testa kommer till
anvandning. Aven strategin rita en figur kan fa nytt liv genom enkelheten att testa olika
hjalplinjer i en geometrisk figur.

Begreppsformagan. GeoGebra ger nya mojligheter nar det galler att dynamiskt
visualisera abstrakta matematiska begrepp. Vi har tidigare i denna text lyft fram
kopplingen mellan begreppsforstaelse och formagan att representera matematiska objekt
pa olika satt och att se kopplingen mellan dessa representationsformer. Den dynamiska
kopplingen mellan olika representationsformer som GeoGebra erbjuder blir darfor ett
viktigt hjalpmedel for att ge elever forutsattningar att utveckla sin begreppsformaga.
Aven mojligheten att anvinda GeoGebra for att underséka samband mellan olika objekt
ar viktig att lyfta fram i detta sammanhang.

Metodférmagan. Denna formaga innefattar bade att kunna utfora berakningar for hand
och med hjalp av digitala verktyg. Att kunna anvanda GeoGebra for att utfora vissa
berakningar kan alltsa ses som en del av metodformagan. Dessutom kan GeoGebra
gynna metodférmagan indirekt genom att det finns manga dynamiska arbetsblad som
har skapats for fardighetstraning.
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